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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Неужели же есть еще надобность въ учебник дифференщальнаго 
и интегральнаго исчислен1я? спрашивали меня мноме, когда я го- 
ворилъ о своемъ нам$рении опубликовать свои лекши. 

Въ отвфтъ на это я долженъ обратить внимане на особенность 
постановки преподаван1я въ здфшнемъ (цюрихскомъ) университетф®.. 
Съ одной стороны, мое убЪжден!е, что нзкоторое дополнен1е къ т5мъ 
математическимъ свёдямъ, которыя даетъ средняя школа, является 
необходимой частью подготовки къ изучен1ю естествознан1я, было 
встр$5чено зд$сь моими товарищами естественниками съ большимъ 
сочувствемъ, чЪмъ въ другихъ м$стахъ. Съ другой стороны, незна- 
чительное число профессоровъ небольшого университета не позволяетъ 
вести преподаван1е: математики для естественниковъ отдЪльно отъ 
математиковъ и физиковъ, какъ это, конечно, не безъ пользы; 
дЪлается во многихъ университетахъ. Въ этомъ отношени въ бли- 
жайшемъ будущемъ нельзя ожидать перемЪнЪ, т. к. прежде всего 
должны быть удовлетворены друпя потребности университета и въ 
особенности преподаван1е естественныхъ наукЪъ. 

Такимь образомъ, моей задачей было поставить преподаване 
такъ, чтобы оно было какъ можно плодотворн$е для обБихъ категорий 
слушателей. | 

Это требовало весьма тщательнаго выбора предлагаемаго матерлала. 
Нельзя же ожидать, чтобы естественники или минералоги могли по- 
святить изученю математики больше четырехъ нед$льныхъ часовъ 
въ течене одного зимняго семестра, Включая сюда одинъ часъ, не- 
обходимый для практическихъ занятй. Поэтому въ эти часы должно 
быть включено все то изъ дифферентальнаго и интегральнаго. исчи- 
слен1я, что имЗетъ значен1е или интересно для естественника. 

Такой порядокъ, конечно, вызываетъ необходимость дополнитель- 
ныхъ лекций для математиковъ и физиковъ; я’‘и читалъ, дЪйетви- 
тельно, въ лЪтн1е семестры поперем$нно черезъ годъ дополнитель- 


.- . ‹-ъ5.о.ь......-ъ-.ъъ>ь 


ныя лекши по дифференщальному и интегральному исчислен!ю, съ 
традищоннымъ въ здЪфшнемъ университет и требуемымъ универси- 
тетскимъ уставомъ курсомъ по алгебраическому анализу. 

Что касается до обработки матерала, то я думаю, никто не будетъ 
оспаривать того, что въ лекшяхъ для не математиковъ сл$дуетъ 
отказаться отъ чисто отвлеченнаго анализа; на конкретныхъ задачахъ 
имъ слфдуетъ показать, что количественное изсл$дован1е явлен!й 
природы необходимо требуетъ поняме о перемЗнной величинЪ и о 
совокупныхъ измзневняхъ такихъ величинъ. Но какимъ образомъ 
избЪгать чисто отвлеченныхь аналитическихъ вопросовъ, не навя- 
зывая въ то же время математику воззрЪн1й и обозначенй, отъ кото- 
рыхъ ему впосл5детвши придется не безъ труда отвыкать? ВЪдь и 
намъ всфмъ пришлось отвыкнуть и отказаться отъ многаго, что мы 
‘прочли и выучили въ наше школьное время. 

При такомъ изложени, конечно, необходимо, по крайней мЪрЪ въ 
Тфхъ вопросахъ, которые ‚ строятся на основан1и чисто геометриче- 
скихъ представленй, указывать, что тамъ нФтъ строгаго аналитиче- 
скаго вывода и что эти пункты требуютъ дополнительнаго изелЪдо- 
ван1я для математиковъ. 

Но такя замчаюя не должны встр$чаться слишкомъ часто, 
потому что въ противномъ случаф это можеть надофеть естествен- 
никамъ И породить у математиковъ чувство, что они идуть по не- 
надежному пути. Значитъ, вопросъ сводится къ сл5дующему: какимъ 
образомъ устроить, чтобы ссылки на геометрическая представленя 
имфли место лишь въ немногихъ, хотя и основныхъ, вопросахъ, и 
чтобы въ остальныхъ частяхъ изложен1е было ведено съ указатемъ 
на соотвф$тственныя геометрическая представления, но такъ, чтобы 
потомъ можно было сказать математикамъ: разъ выяснены эти прин- 
цишальные основные вопросы, то строй аналитическй выводъ от- 
дзльныхъ теоремъ уже не представитъ затруднения. 

Я позволю себф изложить послфдовательно, какъ я стремился 
достигнуть этой пЪли. 

Во первыхтъ: если вводить поняте о производной, какъ о предЪлЪ; 
то этому нужно предпослать изложене понятя о предфлЪ и теоремы, 
сюда относяпияся; а послфдняго нельзя сдЪфлаль, если не ввести 
предварительно иррацональныхъ чиселъ и дЪйствй надъ ними. По- 
слЪднее потому, что обиий признакъ существован1я предЪфла не имфетъ 
мфета только для области рашональныхъ чиселъ. 

Во всемъ этомъ нЪ$ть надобности, если ограничиться дифферен- 
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цированемъ рапональныхъ или по крайней мЪрЪ алгебраическихъ 
(въ старомъ смыелЪ этого слова) функпий. 

Отношен1е приращен1я этихъ функшй къ приращен!ю независи- 
мой перем$нной всегда можно, какъ это дфлалъ уже Ферматъ, по- 
средствомъ соотвфтетвенныхь оператй преобразовать такъ, чтобы 
выразить это отношене черезъ приращение независимой перем$нной;: 
если это сдБлано, то уже ничто не м5шаетъ опредЗлить производную, 
какъ «то, что получается, если послЪ этого преобразован1я положить 
приращен1е независимой перем$нной равнымъ нулю». 

Математическе и естественнонаучные вопросы, возникаюпие при 
`‹ такомъ опред$лени, разобраны мною въ далогической форм ия 
над5юсь такимъ образомъ удовлетворить запросамъ, какъ математи- 
ковъ, такъ и естественниковъ. Паже при дифференцирован!и пока- 
зательной и логариемической функшй можно обойтись безъ поняття. 
о предБлф$, если разсматривать логариемъ, какъ н$Ъкоторый опредЪ- 
ленный интегралъ, а показательную функдю, какъ функцию, обрал- 
ную логариемической. 

В%дь не подлежитъь сомнЪн!о: что естественники не мотутъь 
освоиться съ пред. (1 +=); но и математикамъ это дается съ тру- 
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дробнымъ выяснешемъ поняття о предЗлЪ. Но съ другой стороны, во 
всякомъ случа, необходимо дать слушателямъ на этой ступени по- 
нят1е о площади, ограниченной н$Ъкоторой кривой (опредБленномъ 
интеграл$), какъ объ опредЗленной геометрической величин: это 
первый пунктъ. гдф приходится указать на необходимость дальнЪйЙ- 
шихъ дополнернйй. 

Вторымъ пунктомъ, гдф требуются дополненйя для математиковъ, 
является теорема: ‹непрерывная функшя не можетъ переходить отъ 
отрицательныхъ къ положительнымъ значенямъ, не переходя черезъ 
НУЛЬ». 

Мн$ представляется невозможнымъ вообще касаться вопроса о 
сходимости рядовъ въ лекшяхъ, построенныхъ подобнымъ образомъ; 
этотъ отд$лъ даетъ очень мало, если онъ не проведенъ строго ана- 
литически. Я 

Поэтому я предпочелъ вообще не произносить слова «сходимость» 
и разематривать формулу Тэйлора только. какъ приближенную. Для 
вывода ея нужна теорема о среднемъ значени; чтобы просто полу- 
чить ее, надо считать производную за монотонную функцю; но вЪдь 
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о функщяхъ съ безконечно большимъ числомъ пред$льныхъ значенйй, 
очевидно, говорить въ этихъ лекшяхъ нельзя. 

Только на одномъ примЪрЪ, а именно, на показательной функши, 
я провелъ выводъ дополнительнаго члена формулы Маклорена. Бъ 
этихъ лекщяхъ собственно и нужна только послфдняя, а не общая 
формула Тэйлора; едва ли еще нужно упоминать, что вопросъ о 
дополнительномъ членЪ‘ слёдуеть отличать отъ вопроса о сходи- 
мости. Правда, все это можно провести нам$ченнымъ путемъ только 
Въ томъ случаф, если совершенно не заниматься въ первыхъ отд$- 
лахъ дифференцированемъ тригонометрическихъь функций. 

При дифференцировани этихъ функшй необходимо придется 
говорить объ истинномъ значении выражений, представляющихся въ 
ВИДЪ т для того случая, когда нельзя раскрыть этой неопред$лен- 
ности только при помощи алгебраическихъ преобразований. 

Но вообще желательно отложить тригонометрическля функши на 
конепъ; вЪдь онЪ и безъ того имБютъ небольшое значен1е для вефхъ, 
кому не приходится заниматься пер1одическими явлемями. (Положимъ, 
сомнительно, чтобы при теперешнемъ развити: техники перем нныхъ 
токовъ это можно было утверждать про кого либо). Если ихъ раз- 
сматривать только въ конц, то можно довольно удовлетворительно 
разобрать истинное значене = — при 1 == 0, т. к. уже раньше обстоя- 
`’тельно разобраны истинныя значен1я алгебраическихъь функщй и 
такихъ функШЙ, которыя можно выразить приблизительно черезъ. 
алгебраическля. Опять придется указать математикамъ, что здЪеь 
требуются дальнЪйпия дополнения; но в$дь цёлесообразнымъ является, 
чтобы такое указане было по возможности ближе къ концу. 

Я прибавилъ еще простфйпия формулы тригонометр. интерполи- 
роватя и, по возможности, элементарный разборъ простыхъ и залу- 
хающихъ, свободныхъь и вынужденныхъ колебаний. 

Такимъ образомъ если откинуть принцишальный вопросъ 0 ТОМЪ, 
какимъ образомъ согласовать аналитическля изслфдовав1я съ требо- 
ван1ями геометрли, то остается только три мЪфста, въ которыхъ необ- 
ходимо сослаться на дальнфйпия дополнен1я: аналитическое поняте 
о площади фигуръ; формулирован1е понятмя непрерывности и бли- 
жайшихъ его сл$детый; наконецъ, связанный съ этимъ вопросъ о 
предБльномъ значении, возникаюдий при ен рОвни тригоно- 
метрическихъь функшй. 

Едва ли мнЪ нужно приводить основаюя, почему я изложилъ 
обстоятельно дёйствя надъ приближенными формулами, численное 
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р5шене уравней и интерполирование; *) я въ особенности остано- 
вился на методЪ интерполированя Коши. Что касается этого метода, 
то я могу сослаться противъ Зеелигера *”) на авторитетъ Брунса ***). 
Въ отдБльной глав я далъ способы вычислен1Й съ безконечно ма- 
лыми величинами вообще и въ частности съ дифференталами. Несо- 
мн%нно, что введен1е оперирован!я этими величинами съ самаго на-. 
чала дифференилальнаго исчислен1я можетъ повлечь за собой н$кото- 
рыя неясности; но я думаю, что разъ будеть хорошо усвоено диф- 
ференцироване, то не сл$дуетъ упускать тЪхъ преимуществъ, кото- 
рыя получаются при выкладкахъ съ (безконечно малыми величи- 
нами) дифференталами. 

Дъйствительно, этимъ приходится пользоваться не только физику, 
_но и геометру, и потому этому необходимо научить, а не вводить въ 
дальнфйшихъ лекшяхъ такихъ величинъ безъ подготовки. 

Функщши двухъ перем$нныхъ я разобралъ довольно кратко; во 
всякомъ случа, я обратилъ вниман1е на одинъ пунктъ, который 
часто приводилъ къ ошибкамъ въ термодинамик$; а именно, что част- 
ная производная только тогда вполнф опред$лена, когда не только 
указано, по какой перем$нной она взята, но также указано, какую 
перемённую при этомъ считаютъ остающейся безъ измЪнения. 

Я уже потому воздержался отъ боле подробныхъ естественно- 
научныхъ или техническихъ прим$нен1й, что въ нёмепкихъ универ- 
ситетахъ у большинства студентовъ, которые посБщаютъ таюмя лек- 
щи, слишкомъ мало свфдфй изъ этихъ областей. Я не приложилъ 
также задачъ, потому что въ задачникахъ нЪть недостатка и потому. 
что по существу вездЪ ветр$чаются т5 же задачи. 

Но, конечно, я совзтую всякому начинающему упражняться са- 
мостоятельно въ рёшеши задачъ и такимъ образомъ пр1обр$сти безу- 
словно необходимый для понимая навыкъ въ прим$ненши изложен- 
ныхъ правилъ.. 
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*) Въ Парижской Академ! хранятся посмертныя рукописи Б1о и Реньо, 
’ заключающ!я формулы и правила для интерполированйя посредствомъ пока- 
зательныхь функции. Было бы очень желательно, чтобы эти рукописи были 
опубликованы. Я составилъ для себя способъ для такого интерполирован!я 
и привелъ его въ дополнения. 

**) Въ другомъ м%етЪ (ЧабтезЬег. дег 4. Ма\.—У. 10. р. 819) я указалъ, 
почему я не считаю убфдительнымъ примЪръ, который приводитъ Зеелигеръ 
и который будто бы говорить противъ этого метода. 

“**) Основан1я научвыхь вычислевй (Отап]асеп 4ез зиззеозсваИсЬеп 


Бесвпепз р. 159.) 


Вышеизложеннымъ способомъ я надЪялся удовлетворить по су- 
ществу‘противор$чивымъ требован1ямъ, которыя возникаютъ въ здЪш 
немъ университет$; но, можетъ быть, я могу надЪфяться и на то, что 
эта книга окажется полезной еще гдЪ$-нибудь, гд$ условя препода- 
ван1я похожи на здЪшния. 

Можетъ быть, моя книга поможетъ нфкоторымъ учителямъ соста- 
вить себ самостоятельное мнёне о цфлесообразности и возможности 
ввести въ среднюю школу преподаванше началъ исчисленя безко- 
нечно-малыхъ. Однако, мн не хот$лось бы, чтобы на эту книгу 
смотр$ли, какъ на настояпий учебникъ для средней школы, такъ 
_какъ все же она требуетъ извфетной зр$лости. 

За выполнен!1е чертежей, составлене оглавлен1я и помощь при 
корректировании приношу благодарность своей женЪ. 


Г. Буркхардтъь. 


Цюрихъ 2 апр$ля 1907. 


ГЛАВА 1. 
ВВЕДЕНЕГЕ. 


8 1. Современный математичесвй взглядъ на явленя природы. 

Каждое мровоззр5е имБетъ прежде всего качественный ха- 
рактеръ. | 

Мы не въ состоявши изм5рить непосредственныя впечатлфния на- 
шего ума; мы не можемъ даже сравнивать ихъ въ смысл$ ихъ отно- 
сительной величины; мы сознательно нашимъ умомъ не можемъ 
дать опфнки той разницы, которая имфетея, наприм$ръ, между зву- 
комъ и краской, или между двумя различными красками; а потому 
не можемъ и описать, въ чемъ эта разница заключается. 

Самое большее, что мы въ состояти сдЪлать, это только указать 
на эту разницу. | 

Мы приближаемся къ математическому воззр$н1ю на предметъ, 
когда мы ограничиваемся изсл$дованемъ однородныхъ явлений и, 
ставя на наши наблюден1я н$которыя ограничен1я, мы эти явлен1я 
отличаемъ по ихъ напряженности (интенсивности). Мы говоримъ, 
такимъ образомъ, о большей или меньшей силф освфщен1я, о боль- 
шемъ или меньшемъ количествЪ тепла и т. п. Но мы только тогда 
впервые имБемъ возможность взяться за математическая средства, 
когда, изучая нЪкоторое явлеше, мы можемъ указать на то, что раз- 
ница между явлешями аи 6 такова же, какъ между явлешями 5 и 
с; другими словами, когда мы обладаемъ н$которой скалой, по ко- 
торой мы ‹можемъ изм$рять отд5льныя стади напряжений (интенсив- 
ностей) изучаемаго явлен1я. Въ этомъ смысл цфлый рядъ явлевй 
природы носилъ издавна количественный характеръ, а потому под- 
чинялся математическому трактован!ю. 

Вели же теперь говорятъ о математическомъ трактованйи задачъ 
естественной исторли, то обыкновенно подъ этимъ разумБють и н$5что 
особенное. 

Эта особенность, о которой мы говоримъ, исходитъ изъ довольно 
коренного различя во взглядахъ на задачи естественной истори, 
которое надо оговорить съ самаго начала:. античная натурфилософля 
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и непосредственно изъ нея вытекающая наука среднихъ вЪковъ за- 
дается вопросами о причинахъ и состояни вещей. Въ ней мы нахо- 
димъ отв$ты на вопросы, подобные сл$Здующимъ: почему земля на- 
ходится снизу, а атмосфера сверху? Почему этоть камень син, а 
тоть зеленый? Почему данное т$ло теплое, а то холодное? Совре- 
менная же наука, творцомъ которой является Галилей, занимается 
вопросомъ о причинахъ изм$нен!1я вещей. | 

Что тБло, разъ начавшее двигаться, продолжаетъ двигаться равно- 
м5рно и прямолинейно; что син! камень сохраняеть свой ивЪтъ; 
что кусокъ мягкаго намагниченнаго желфза сохраняетъ свои магнит- 
ныя свойства и т. п.-—это намъ совершенно не кажется удивитель- 
нымъ и мы совершенно не задаемся вопросами о причинахъ такихъ 
явлен1й; но зато, когда тъло. приведенное въ движен!е, вдругъ изм$- 
няетъ скорость или направлен1е своего движен!я, или, когда окра- 
шенное въ данный цвЪтъ т5ло мБняетъ свою краску, или когда нена- 
магниченное и ненаэлектризованное ТБло вдругъь становится нама- 
гниченнымъ или наэлектризованнымъ, или, наоборотъ, намагничен- 
ное или наэлектризованное тфло вдругъ теряетъ свои магнитныя или 
электрическая свойства, тогда мы спрашиваемъ себя о причинЪ та- 
кого рода явлен!й, спрашиваемъ себя о силахъ, которыя были въ 
состояти измЪнить данныя явлерйя. 

Эту противоположность въ постановкЪ вопросовъь не слЗдуетъ, 
однако, какъ это склонны нЪкоторые д$лать, понимать въ томъ смы- 
ел, будто бы древние естествоиспытатели были люди не тонке, ко- 
торые предъявляли къ природЪ неразумные вопросы. Никакъ нельзя 
было р5шить а р!10г1, при какой постановк$ вопросовъ будеть до- 
стигнутъ наиболЪе благопрлятный результатъ. Этому могла научить 
только неудача одного направленля и удача другого. Еели мы по- 
желаемъ количественно или математически просл$дить законо- 
м5рную связь, которая существуеть между изм$ненями свойствъ 
различныхъ тЪлъ, то мы столкнемся съ необходимостью въ наши 
отвлеченно мыслимыя поняття о величин ввести элементьъ изм$- 
няемости. Только что разобранное разлище между древней и со- 
временной естественной исторлей переходить и на различе между 
древней и современной математикой. 

Античная геометрая и ‘наша теперешняя школьная геометр!я, ко- 
торая почти вся беретъ евое начало въ античной, ‚изучаеть геоме- 
‚ трическля фигуры, приписывая имъ свойства неизм$няемости. 

Такъ же поступаеть и алгебра; правда каждая буква въ алгебр» 
можетъ принимать произвольное значен!е, но при этомъ дЪлаетея 
важная оговорка, что въ одной и той же задачЪ (вычислении) данная 
буква должна всегда обозначать одно и то же число. 
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Для математическаго трактован1я естественно научныхъ задачъ 
въ томъ спешальномъ смысл, о которомъ мы говорили выше, и ко- 
торый вытекаетъ изъ коренного пониман!1я современной естествен- 
ной истори,—этого, конечно, недостаточно. 

Если мы хотимъ просл$дить за изм$ненемъ вещей количественно, 
то мы должны приписать отвлеченно мыслимымъ аналитическимъ и 
геометрическимъ величинамъ —свойство изм$няемости. 

На этотъ шагъ, который подготовлялея въ течете всего ХУП 
столЪмя, со времени Галилея, р-шились Ньютонъ и Лейбницъ, 
одновременно и, насколько можно о томъ судить, совершенно другъ 
отъ друга независимо. 

Въ настоящихъ лекшяхь мы должны слЪфдовать за ними по ихъ 
_ же путямъ. | | | 

Притомъ нашей главной цфлью будетъ изложить глубоюмя идеи 
Ньютона въ тфхъ гибкихъ способахъ выражений и обозначев!й, ко- 
торые введены Лейбницомъ и его учениками. 


$ 2. Вепомогательныя ередетва математики для выражен1я взаимной 
зависимости между двумя перем$нными величинами. 

Пока мы разсматриваемъ только одну величину, мы про ея 
измЪнен1е можемъ сказать очень мало, какъ съ отвлеченной ма- 
тематической точки зрфная, такъ и съ конкретной естественно- 
научной. | | 

Самое большее, на что мы, можетъ быть, въ состоянйи указать, 
это на то, что эта величина вообще можетъ изм$няться, и, быть 
можетъ, еще, что ея изм5неншю положены н%$которые пред$лы; на- 
примЪръ, въ томъ смыслЪ, что она, измВняясь, можетъ получать 
только положительныя значен!я; или, напримЪръ, подобно 111$’ 
нъкотораго угла, она можетъ получать значешя не большя, чёмъ 
единица. 

Совс$мъ м$няется дло, когда мы изучаемъ одновременно измЪ- 
нене двухъ (или нфеколькихъ) величинъ. 

Мы въ многочисленныхъ случаяхъ наблюдаемъ, что изм$нене 
двухъ величинъ не совершается другь отъ друга независимо, но что 
каждый разъ, когда одна изъ величинъ получаетъ нЪкоторое опре- 
дъленное значене, другая тоже перестаетъ быть произвольной, а 
также становится совершенно опред$ленной. Такъ, напримЪръ, метал- 
лическй стержень иметь при каждой опред$ленной температур 
совершенно опред$ленную длину. 

Соотв$тственныя значеня температуры и длины мы можемъ 
свести вм5стЪ въ нЪъкоторую таблицу, причемъ мы въ одинъ стол- 
бецъ будемъ вносить наблюденныя температуры, въ другой, рядомъ 
©тояиий,—измфренныя длины. 

1* 
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Такъ напримЪръ: 
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0° |1м. 

| 20° | 1,0004 м. 
40° | 1,0008 м. 

60° | 1.0018 м. 
30° | 1,0016 м. 


120° | 1,0024 м. 
200° | 1,0080 м. 
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Мы скажемъ, что эти величины связываетъ между собой опредЪ- 
ленный законъ природы. 

Выражене этого закона мы можемъ уже видЪть въ этой таблиц; 
но такое выражен!е не удовлетворяетъ насъ ни съ теоретической, 
ни съ практической точекъ зрЪн1я; теоретически потому, что мы изъ 
такой таблицы не можемъ сд$лать никакихъ дальнфйшихъ заклю- 
чен1й; практически потому, что мы не можемъ ни удержать всЪфхъ 
таблицъ въ памяти, ни возить ихъ за собой всегда и всюду. 

Мы должны поставить вопросъ: какъ`бы получить выражен!е 
сущности т$хъ фактовъ, которые отм$чены въ таблиц, въ боле 
сжатой форм$; однимъ словомъ, какъ можемъ мы такую взаимную 
зависимость между изм$ненемъ двухъ величинъ представить мате- 
матически? 

Во многихъ случаяхъ это удается сдфлать при помощи самыхь 
элементарныхъ алгебраическихъ дЪйствй. НростБйпий случай тотъ, 
когда одна величина изм$няется постоянно въ томъ же отношении, 
какъ другая, т. е. случай, когда эти величины, какъ это обыкно- 
венно называется, пропорц1ональны. | 

Такъ напримЪ$ръ, (въ н%Ъкоторыхъ опредфленныхъ границахъ), 
вызванное нагр$ван1емъ расптирен1е металлическаго стержня про- 
порпонально повышен1ю температуры; такъ что повышение темпера- 
туры на 2, 3,...х градусовъ влечетъь за собой удлинеше стержня, 
которое въ 2.3.,.х разъ больше, ч5мъ удлинене, соотв$тствующее 
повышен!ю температуры на одинъ градусъ. Если мы это послЪднее 
обозначимъ черезъ с или $., а удлиненя стержня, соотв$тотвуюная 
повышен1ю температуры на 2, 3...х градусовъ черезъ $», $....5.. ТО 
мы будемъ имЪфть слБдующую таблицу: 
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или лучше: : 
у Е ых озна 


Г 


Посл$днимъ уравненемъ можно зам$нить всЪ$ предыдупия, т. к. 
въ этомъ уравнен1и х можно зам$нить любымъ значенемъ изъ ряда 
я. 

Если же этоть законъ, какъ это имфетъ мЪсто въ разсматривае- 
момъ случа, имфетъ смыслъ и остается правильнымъ не только для 
Ц$лыхъ значений х-са, но и для другихъ значений, то мы въ послЪд- 
немъ ур-юи можемъ подъ 2-сомъ разум$ть и дробныя числа; и въ 
этомъ случа посл$днее уравнене, взятое отдфльно, будетъ болЪе 
полно обнимать явлете, ч$мъ таблица всЪхъ выше написанныхъ 
зависимостей. 

Намъ удалось, такимъ образомъ, выразить законъ природы 

однимъ единственнымъ уравнен1емъ. 
_ Въ этомъ уравнении 2 и $ суть величины перем$нныя, которымъ 
мы можемъ приписывать произвольныя значен1я;: что касается цо 
величины с, то для каждаго отдзльнаго стержня, который мы изелЪ- 
дуемъ, это есть величина вполн5 опред$ленная, зависящая только 
оть природы стержня, но не зависящая вовсе отъ температуры. 
Однако измфнен!1е обЪихъ величинъ 5х и $ связаны между собою на- 
шимъ ур-немъ такъ, что изм$нен1е одной величины неминуемо ве- 
детъ за собой изм$нене другой. Такъ что значен1е одной изъ нихъ 
совершенно опред$лено, если намъ изв$етно значен1е другой, 

Если мы измфримъ длину стержня, то мы тотчасъ при помощи 
нашей формулы можемъ опред$лить температуру; такъ что этотъ 
стержень можеть служить намъ термометромъ. Съ другой стороны, 
мы можемъ при помощи той же формулы опред$лить длину стержня, 
если извфетна температура. 

Н$еколько болЪе сложнымъ является второй случай: а именно, 
когда одна величина пропорцональна не прямо другой величин$, а 
нъкоторой ея степени Такъ, напримЪръ, прогибъ двухъ стержней 
различной длины, при одинаковой нагрузк$ и при прочихъ равныхъ 
условяхъ, пропорцоналенъ третьей степени ихъ длинъ. Это значить, 
что стержень въ два раза боле длинный, ч$мъ данный, прогнется 
по срединЪ въ 8 разъ сильнфе перваго; а стержень тройной длиныЬ— 
ВЪ 27 разъ. | 

Въ наши изслфдован1я мы можемъ вводить также степени съ от- 
рицательными и дробными показателями. Такъ напримЪръ, по за- 
кону Ньютона, взаимное притяжене двухъ матеральныхъ точекъ 
пропорционально (— 2)-Й степени разетоявая между ними. 

Ве подобные законы могутъ быть представлены въ видЪ такой 
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ГД у и 4 0060значаютъ об$ перем$нныя, связанныя между обо 
даннымъ закономъ; с — нЪкоторую постоянную, не зависящую отъ 
х ну (а только отъ побочныхъ условйЙ задачи), 

Въ боле сложныхъ случаяхъ формула зависимости между двумя 
разсматриваемыми величинами не ограничивается однимъ членомъ, 
„но выражается суммой членовъ подобнаго вида, другими словами. 
выражешемъ:. | 

у — аз -н би -н т -н......(-..`. . . (3) 
гдБ показатели К, [ т и коэффищенты а, В, с должны обозначать 
величины отъ х и 19 не зависяпия. 

Вели показатели вс суть цзлыя положительныя числа, то такое 
выражен1е называется «ц$лой рашональной функщей отъ х-са». 

Надо сказать, что приведенный законъ теплового расширеня 
стержня, строго говоря, справедливъ только для довольно ограничен- 
наго температурнаго промежутка (интервала), причемъ въ этомъ 
промежутк5 мы можемъ разность, которая получается между наблю- 
деннымъ и вычисленнымъ  результатомъ, приписать исключительно 
погршности наблюденИя. | 

Если же опытъ происходитъ при бол$е высокихъ температурахъ, 
тогда въ формул надо прибавить еще одинъ членъ— членъ со вто- 
рой, а иногда еще и съ третьей степенью. Въ н$которыхъ другихъ слу- 
чаяхъ величина у представляется въ видЪ такого выражения, гл$ х 
входить въ составъ знаменателя. 

Мнопе физики придерживаются того мнЪфн1я, что въ конц кон- 
цовъ вс законы физики, въ своемъ совершенномъ видф, должны 
свестись исключительно на простыя зависимости. Друме же придер- 
живаются противоположнаго мнфня: когда одному изъ первыхъ фи- 
зиковъ ХХ столЗмя, Френелю, творцу математ. оптики, былъ сдЪ- 
ланъ упрекъ въ томъ, что его теоретическ1я воззрёнйя приводятъ его 
къ очень сложнымъ математическимъ результатамъ, особенно въ 
примфнени къ частнымъ случаямъ, онъ отв$тилъ: «|а пабиге пе ге- 
ЦЧолце раз 1ез сие; 4е Рапаузе». (Природа не считается съ труд- 
ностями анализа). 

Какъ бы то ни было, во многихъ случаяхъ еще не удалось до- 
стигнуть простыхъ выражен!й для законовъ природы. Цостаточно 
указать, наприм$ръ, на формулировку закона преломлен1я свЪтового 
луча; наибол5е простой формулировкой будетъ: зшиаз угла преломле- 
`’вя находится въ постоянномъ отношен!и къ зшиз’у угла паден!я. 

И проще его выразить нельзя. 

Такимъ образомъ, символовъ алгебры для настоящаго закона не- 
достаточно; мы пользуемся тутъ той областью математики, которая 
называется гон1ометр!ей или наукой о тригонометрическихъ функщяхъ. 
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Другой примБрт,: траэкторля брошеннаго т$ла, путь кометы, кото- 
рая обЪгаетъ около солнца—это ни прямыя лини, ни окружности и 
даже не приближаются къ этимъ кривымъ; значить ихъ нельзя изучить 
только при помощи такъ называемой элементарной геометрли, кото- 
рая. кромЪ прямыхъ и окружностей, другихъ линий не разсматриваетъ.. 

Но и въ томъ случа, когда выражене закона природы просто. 
сл$детвая изъ него бываютъ вовсе не просты. Такъ напримЪръ, за- 
конъ Ньютона относительнаго притяжен1я двухъ матерлальныхъ то- 
чекъ, какъ мы вид$ли выше, очень простъ. 

Даже когда, прим$няя этотъ законъ, мы хотимъ вычислить при- 
тяжен1е двухъ однородныхъ шаровъ, мы еще получаемъ сравнительно 
простые результаты, такъ какъ весьма несложными разсужденями 
можно показать, что притяжен1е будетъ таково, какъ будто вся масса 
каждаго изъ шаровъ была сосредоточена въ центрЪ каждаго изъ 
нихъ, но если при изучени взаимнаго притяжевля планетъ мы за- 
хотимъ принять во вниман1е ихъ сжале около полюсовъ, то мы бу- 
демъ принуждены пользоваться такими сложными вспомогательными 
математическими средствами, которыя выходятъ за предфлы нашего 
начальнаго курса. | 

Надо, впрочемъ, тутъ замЪтить, что доказательство того, что дан- 
ная задача не можетъ быть р5шена элементарно, не можетъ быть 
проведено при помощи элементарныхъ средствъ, а требуетъ прим$- 
нен1я боле сложныхъ вепомогательныхъ методовъ. 


$ 8. Сущиоеть такъ называемаго выешаго анализа (дифференщаль- 
наго и интегральнаго исчисленИй). 

Поел$ этихъ приготовлейй мы теперь въ состояви н%сколько 
намЪтить предметъ дальнфйшихъ изел$дований. 

Мы вернемся къ вопросамъ 8 1, а именно, къ вопросамъ о си- 
лахъ, которыя вызывають въ тёлахъ измЪнен1я. Наблюден!е показы- 
ваетъ намъ, что эти силы находятся въ зависимости отъ состояня 
разсматриваемой системы т5лъ въ данный моментъ, отъ ихъ взаим- 
наго разстоян1я другъ отъ друга, отъ ихъ электрическаго и магнит- 
наго состоявя и т. п. Съ другой стороны. вс эти состоявнйя, при 
дЪйствни данныхь силъ, постоянно мфняются. При боле вдумчи- 
вомъ изел$дованш` ирироды приходимъ къ убфжден!ю, что эти наблю- 
денныя измфненая тфлъ суммируются изъ весьма большого числа 
изм$нен!Йй весьма малыхъ частей даннаго тзла и что намъ прихо- 
дитея, при изелфдован1и ззаимодЪйствая двухъ тЪлъ, свести его на 
изучен1е элементарныхъ воздЪйств1й другъ на друга мельчай- 
шихЪъ частицъ этихъ тълъ. ` | 

сколько разъ упомянутый законъ притяженая Ньютона, кото- 
рый въ своемъ простёйшемъь вид имфетъ м$фето для «матеральной 
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точки», представляеть классическй примфръ на вышесказанное. Но 
и явлен1я въ другихъ областяхъ физики изучаются по тЪмъ же ме- 
тодамъ. 

(ЗаМЪтимъ тутъ, что мы совершенно можемъ тутъ обойти вопросъ 
о томъ, какъ происходитъ воздЪйств1е т$лъ другъ на друга—непо- 
средственно или на разстояни; въ томъ и другомъ случаЪ мы мо- 
жемъ стать на атомистическую точку зрЪнИя). 

Изъ самой сущности дфла сразу получается два рода вопросовтъ: 

1) Если мы наблюдаемъ н$которое явлене и этимъ наблюден1ямъ 
придаемъ количественный (измфрительный) характеръ и зат$мъ хо- 
тимъ сдфлать подробное изсл$дован!е (анализъ) этого явлетя, то 
тотчасъ возникаютъ сл5дующе вопросы: какъ по тёмъ дЪйствлямъ, 
которыя были произведены силами въ течеюме н$Ъкотораго опред- 
леннаго промежутка времени, сд$лать заключен1е о дБйстви на тфло 
силъ въ каждый отдфльный моментъ? Какъ по тому, что происхо- 
дить съ нашимъ т5ломъ во всей его сложности, сд$лать заключение 
о томъ, что дБлается съ каждой его частицей? 

27) Если намъ, по нашему убЪфжден1ю, извБетенъ законъ элемен- 
тарнаго дЪйств!я нЪкоторой силы, и мы, на основан!и этого закона, 
желаемъ сдфлать заключен1е о явленми еще не наблюденномъ, же- 
лаемъ ли т5мъ самымъ изсл$довать справедливость н$котораго за- 
кона, или же найти практическое прим$нен1е нашего знакомства съ 
общимъ закономъ, тогда возникаютъ обратные вопросы: 

Какъ суммируются частичныя дЪйств1я силъ въ общую равно- 
дЪйствующую? Какъ изъ дЪйстый силъ въ данный моментъ скла- 
дывается конечный результатъ дЪйствая силъ за нЪкоторый конеч- 
ный промежутокъ времени? 

Оба вопроса, поскольку дДЪло идетъ о количественныхъ отноше- 
няхъ, суть вопросы математики. 

Другъ по отношению къ другу они находятся въ такомъ же про- 
тивоположени, какъ сложен1е и вычитан1е или возвышене въ сте- 
пень и извлечен1е корня. Вопросы первой категорми представляютъ 
предметь дифференц!альнаго исчислен!1я; вопросы второй кате- 
гори— предметь интегральнаго исчислен1я. ОбЪ дисциплины, вм$- 
стБ взятыя, часто называются анализомъ безконечно малыхъ 
или (мене цфлесообразно) высшимъ анализомъ. 

Мы опред$лимъ эту дисциплину, кэкъ учен1е о соотв тствую- 
щихъ другъ другу изм нен1яхъ величинъ. 

Такъ какъ вс величины мы можемъ измфрить, т. е. выразить 
ихъ въ числахъ, то все изсл$дован1е надъ взаимнымъ измфнешемъ 
величинъ мы можемъ свести на изучене дЪйствй Вад. числами, 
которымъ мы припишемъ свойства измФняемости. 
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Творцы выесшаго анализа не мыслили такъ отвлеченно; они свои 
разсужден1я строили на конкретныхъ представленяхъ: Ньютонъ на 
предетавлен1и о н$которой движущейся въ пространств$ и времени 
точк$, Лейбницъ на представлен1яхъь аналитической геометр!и, соз. 
данной приблизительно за 50 лЪтъ до него Декартомъ. 

Въ слБдующихъ 58 мы ознакомимся съ обоими способами введе- 
н1я въ анализъ. 


3 4. Предварительное изслфдован1е равном5рнаго движения точки. 

Про точку, которая движется по прямой лин\и и при томъ 
такъ, что въ равные промежутки времени она проб$гаетъь 
равныя разстоян1я, говорятъ: точка движется равном рно.- 


Если въ течен1е каждой секунды эта точка пробЪфгаетъ с санти-. 


метровъ, то говорятъ: точка имБетъ скорость равную с. 

Тотда эта точка въ # секундъ пройдетъ сЁ сантиметровъ. 

Если обозначить путь, который эта точка прошла въ $ секундъ, 
черезъ $, или лучше черезъ $, то мы получимъ слфдующее уравнен!е: 


Е Е соо ера & 


| 


Это уравнене, очевидно, и выражаетъ законъ подобнаго движен1я. 

Если мы будемъ отсчитывать время съ того момента, когда точка 
начала двигаться, то наше уравнене (1) мы можемъ формулировать 
такъ: черезъ г секундъ посл$ начала отсчета времени точка 
удалится отъ исходнаго пункта на 1 сантиметровъ. 

Та же мысль выражается еще проще: въ течен1е времени & точка 
проходитъ путь (1. 

Эта формулировка годится не только для одного какого-нибудь 
опредзленнаго момента и не для одного опредфленнаго положення 
точки, но вообще для всякаго разсматриваемаго момента, если 
только мы всегда подъ $ будемъ разум$ть тотъ путь, который точка 
совершила до даннаго момента времени; другими словами: она го- 
дится для каждой пары соотв$тственныхъ значен1Й зи & Мы 
можемъ сказать, что $ и { выступаютъь въ этомъ уравнени, какъ 
перем$нныя величины (уаг1а]е). Мы можемъ имъ придавать про- 
извольныя значения; по крайней мЪрЪ, въ нЪкоторыхъ опред$ленныхъ 
границахъ. 

(Необходимо сдЪлать оговорку: «ВЪ нъкоторыхъ опред$ленныхъ 
траницахъ», ибо, во первыхъ, н$тъь никакого смысла приписывать 
числу $ отрицательныхъ значеюй или значен1й, которыя больше 
того числа 7 секундъ, въ течене которыхъ происходить данное дви- 
жен1е по данному закону). 

Но даже, если исключить это ограничене, все-таки произволь- 
ность Ги $ не полная, Эти дв$ величины не измфняются другъ отъ 
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друга независимо; наоборотъ. уравнетемъ (1) онЪ связаны другъ съ 
другомъ. 

Мы каждой изъ нихъ независимо не можемъ дать произволь- 
ныхъ значен1й, ибо когда мы одной изъ нихъ придадимъ опредЪлен- 
ное значен1е, то наше уравнене для другой величины цастъ уже 
совершенно опредЗленную величину. 

Вопросъ, который въ данномъ случаЪ представляется, слЪдую- 
ий: мы придаемъ числу #& опредфленное значен!е; другими словами, 
мы наблюдаемъ нашу точку въ моментъ { ($ секундъ послЪ начала 
отсчета времени); какое значен1е иметь тогда число $, т.е. на ка- 
кое разстоян1е $ удалилась отъ исходнаго пункта наша точка? 

На этотъ вопросъ отв$тъ сразу дается уравневемъ (1). При 
данной постановк$ вопроса { въ нашемъ уравнени является неза- 
висимой перем нной, которой мы можемъ придать любое значение; 
$ является зависимой перем$нной. ВмЪето того, чтобы говорить 
«53 есть перем$нная, которая зависитъ отъ нЪкоторой другой перемЪн- 
Ной $», выражаются короче, говоря: з есть функщя отъ & 

Однако мы можемъ поставить и обратный вопросъ: мы можемъ 
дать произвольное значен1е величинЪ $; другими словами, пусть мы 
находимся около нЪкотораго мЁфста того пути, который пробЪгаетъ: 
движущаяся точка, и задаемъ себЪ вопросъ: для какого значетя $ 
движущаяся точка будетъ въ данномъ м5етз. 

Отвфть на этотъ вопросъ мы найдемъ, рёшивъ уравнен!е (1) от- 
носительно & т. е. написавши это уравнен1е въ такомъ видЪ: 


$ $ 
[ = ИЛИ лучше такъ: ве ге 


Теперь $ является независимой перемЪнной, а {+ функщшей 
оть этой перемнной. | 

Зависимость $ оть $ или # отъ $ въ уравненямъ (1) и (2) отм$- 
чаетеся т5мъ, что въ первомъ случа мы приписываемъ величин $ 
индексъ & во второмъ случа, величинЪ # индексъ $, указывая 
индексомъ на ту перем$нную, которая независима. 

Обыкновенно эти индексы опускаютъ, и тогда безъ дальнЪйшихъ 
словъ понимается, что з и # (или каюя либо друпя буквы, введен- 
ныя для обозначения перемфнныхъ) предотавляютъь изъ себя зна- 
чен1я перем$нныхъ, другъ другу соотв5 тетвующя. 

Множитель с при всЪхъ нашихъ изсл$дован!яхъ сохраняетъ одно 
и тоже значен1е; онъ обозначаетъь постоянно неизм8нную скорость 
разсматриваемой точки. Величина, которая въ течете цЪлаго изслЪ- 


дован1я постоянно сохраняетъ одно и тоже значене, называется ве- 
личиной ПОСТОЯННОЙ. 
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$ э. Выяенеюме основныхъ понятй дифференшальнаго исчисленая 
на примрЪ паден1я тЪла. | 

Перейдемъ теперь къ разсмотр$н1ю н?$сколько боле сложнаго 
случая. Законъ, по которому происходитъ движен!1е свободно падаю- 
щаго т5ла подъ вмяшемъ силы тяжести, не такъ простъ, какъ за- 
конъ равномЪфрнаго движения. — | 

Онъ представляется, если откинуть сопротивлен1е воздуха и про- 
щя нарушаюния движене вмян]я, въ такой формЪ: 

НЫЙ зе зьнннна 0) 

При этомъ 9 предетавляеть изъ себя постоянную, численное зна- 
чен1е которой приблизительно ровно 980, если длины изм5рены въ 
сантиметрахъ, а промежутки времени въ секундахъ. 

Такое т5ло черезъ 


р о, 3, 4... | секундъ, 


посл начала движеня прошло путь въ 

490 4.490 9.490 16.490... 2.490 
ИЛИ 

490 1960 4410 1840... 490 # 


, 


сантиметровъ. Разетоян1я, которыя точка прошла въ течене каждой 

отдзльной секунды, мы получимъ, если вычтемъ изъ того разстоявя, 

которое пройдено тБломъ къ концу разсматриваемой секунды, раз- 

стоян1е, которое было пройдено т$ломъ къ началу данной секунды. 
Такимъ образомъ въ течене 


1, о, 3, 4... } секунды 
т5ло прошло 
490 — 3.490 5.490 7.490... [2 — ((— 1)?] 490 
ИЛИ | 
490 1470 2450 3430... 490 (2#— 1) 


сантиметровъ. Такимъ образомъ, это тЪло въ течене каждой секунды 
проходить неодинаковыя разстоян1я; его движене не равномЪрное; 
оно не имфетъ постоянной скорости, а, становясь на то опредфлене 
скорости, которое мы дали въ предыдущемъ параграфЪ, въ данномъ 
случа? собственно не можетъ быть и р5чи о скорости. 

Мы должны нашу задачу изелфдовать глубже, а для этого раньше 
всего условиться въ ц$лесообразномъ способ выражен!й и записей. 
Мы очень часто бываемъ поставлены въ необходимость въ н%кото- 
рой задачЪ разематривать рядомъ н$5сколько значен!й одной и той же 
перем$нной. Въ такихъ случаяхъ обходятся обыкновенно одной и той 
же буквой для вс$хъ значений этой перемЪнной, отд$льныя же зна- 


12 ВВЕДЕНТЕ, 


ченя различаютъ индексами, которые, въ вид н%которыхъ буквъ 
или чиселъ, мы приписываемъ къ нашей буквЪ. СоотвЪтетвенныя 
значен1я другой перемЪнной мы опять отличаемъ по индексамъ; такъ 
что, наприм5ръ, въ нашей задачЪ $, обозначаетъ тотъ путь, который 
точка проходитъ въ течене первыхъ & секундъ. Путь, который точка 
проходить начиная съ момента { до момента $, будетъ тогда: 


1 1 
о ЕРАИЬ 9% — 5 94 = 


\ 


9 (14° — 4) — 


А 


рей 
О (Е -ь) & —&) 


Этотъ путь сравнимъ теперь съ т5мъ временемъ, которое нужно 
на его пробЪфгъ. Отношене 


с о $.—5 1 Е 
Со. к — о — о 0 (8 —- С. ] % * . . ` . . . (3) 
2 1 


мы назовемъ средней скоростью въ промежутокъ времени отъ 
1 ДО Ь. 

Точка, которая бы въ течене этого промежутка времени двига- 
лась бы съ постоянной скоростью с, прошла бы то же разстояне, 
что и разсматриваемая нами движущаяся точка. 

Найденное уравнен1е мы можемъ написать и нЪеколько иначе, 
если для промежутка & — & введемъ обозначение #. — 

Тогда 


= 


ЕЕ РАЯ. къ озона а) 


1 я 1 
Са = 9 (2 + 1) = 9 +59. ке ш + в 0) 


изъ этого уравненя мы можемъ вывести очень зам$чательное и для 
всего дальнфйшаго очень существенное слЪдстве. 

А именно, мы можемъ въ этомъ уравнеми положить # = 0; 
другими словами, мы можемъ тотъ промежутокъ времени, на протя- 
жен1и котораго мы ищемъ среднюю скорость, свести къ НУЛЮ. 

Связать съ этими словами н$которое опред$ленное представлене 
мы не можемъ; но въ формулЪ (5) нфтъ никакихъ препятствий для 
того, чтобы въ ней положить й = 0. 

Пожалуй, можно сказать, что формула (5) можетъ намъ дать 
больше, ч$мъ непосредственное понимане. То, что мы получимъ 
(посл5 упомянутой подстановки й—=0) мы назовемъ скоростью 
точки въ данный моментъ #. Мы будемъ эту скорость обозначать 


*) Для опредЗленности слБдовало бы писать ВМЪСТО С12, С1, о чтобы индексъ 
12 ‘не спутать съ числомъ дв%надцать. 
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знакомЪъ с, такъ что ПполучимЪъ: 
в, — 9и. 


ВсЪ величины, `входяния въ эту формулу, относятся къ одному 
и тому же моменту; поэтому нЪтъ необходимости оставить индексъ 1, 
ибо индексы были нами введены только для того, чтобы отличать 
различные моменты. 

Итакъ мы просто можемъ написать: 
ь В о р ое. (6) 


4 
.^ — 


И такъ выразить словами это уравнене: скорость свободно 
падающей точки растетъ пропорц{1онально времени. 

Резюмируя все вышесказанное, мы можемъ сказать: скорость 
движущейся точки для н$котораго момента $ можетъ быть“ 
опред$лена такъ: мы сначала вычисляемъ среднюю ско- 
‘рость точки для промежутка времени отъ # до +В и за- 
тъмъ въ найденномъ выражен1и для этой средней скорости 
полагаемъ #—0. 

Однако намъ нужно бол$е точно дать себЪ отчетъ въ томъ, что 
мы собственно дБлаемъ, поступая такимъ образомъ. 

При переходЪ отъ ур-вя (2) къ ур-н1ю (3) мы производили дЪ- 
лене на й, которое у насъ введено вместо разности $, —&. 

Такимъ образомъ, мы положили равной нулю величину, на, кото- 
рую мы раньше д$лили. 

Элементарная алгебра однако говорить намъ: на нуль нельзя 
дЪлить. Какъ же мы поступаемъ тутъ? ОтвЪтъ на этотъ вопросъ 
можно разбить на Пять пунктовъ: 

1. О законности того, что мы тутъ дфлали, можно заключить 
просто изъ того, что въ результат у насъ получилось нёчто впол- 
н$ опред$ленное. 

Какъ математики, мы можемъ свободно ставить наши задачи. 

Мы въ прав сказать: насъ эта задача, интересуетъ, и’ мы хотимъ 
заняться ея р5шенемъ; кто этимъ не интересуется, того мы не при- 
нуждаемъ принимать участ1е въ нашихъ изслЪцоватяхъ. При этомъ 
мы, конечно, должны себя спросить: при всоЪхъ ли обстоятельствахъ 
получается вполн$ опредБ5ленный результатъ послЪ того, какъ мы 
полагаемъ равной нулю разность двухъ значений перемфнной, кото- 
рая раньше предполагалась неравной нулю? Или при какихъ именно 
обстоятельствахъ это имфетъ м$Ъето? 

Однако мы сначала можемъ этотъ вопросъ совершенно оставить 
въ сторонЪ, пока на отд$льныхъ примфрахь у насъ не будетъ со- 
бранъ достаточный опытный матерлалъ въ подтверждеше возможности 
того или другого случая. 
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Кто мыслить математически-отвлеченно, тотъ можетъ совершенно 
удовлетвориться такой формулировкой вопроса. 

Не такъ будетъ думать тотъ, кто задался цЪлью изучать мате- 
матику только ради ея практическихъ примЪненийй. 

Такой читатель не удовольствуется тфмЪ, что ему скажутъ: «мы 
получаемъ тутъ н$фчто математически опред$ленное»... Онъ непре- 
мфнно спроситъ: «получается ли при этомъ н®что полезное въ есте- 
ственно научномъ смысл»? На это мы можемъ раньше всего дать 
такой отвЪтЪ. 

_П. Уравнеше (6) проще уравненя (5). Это уравнене даетъ болЪе 
простой законъ природы; зависимость между скоростью свободно 
падающей точки въ данный моментъ и временемъ, данная уравне- 
`н1емъ (6), гораздо проще, чБмъ соотвЪтственная зависимость средней 
скорости въ течеюме даннаго промежутка и времени, которую намъ 
даетъ уравнене (5). 

Въ нашемъ примЪрЪ, гдЪ отношен1я между изучаемыми нами ве- 
личинами сами по себЪ очень просты, достигнутое нами упрощене 
выражений не такъ еще существенно, однако мы, конечно, можемъ 
себЪ представить, что въ бол$е сложныхъ по существу случаяхъ 
одна формулировка по отношению къ другой даетъ весьма очевид- 
ный перев$съ въ сторону простоты. Однако и противъ этого сообра- 
женя можно со строго эмпирической точки зрЪн1я ожидать слЪдую- 
щаго возраженя: какую пфну имФетъ для насъ эта достигнутая нами 
простота математической формулировки закона, когда мы для того, 
чтобы ея достигнуть, были принуждены въ наши разсуждеюпя и 
дЪйств!я ввести величину, которая какъ разъ съ точки зря опыта 
не поддается ни опред$лен!ю, ни наблюденю, ни изм5реню? 

Ибо вЪдь то, что мы можемь наблюсти и изм5рить, есть только 
средняя скорость, а не опред$ленная нами скорость въ данный 
моментъ. 

На это возражене можно отв$тить: 

11. Величина, 59% (погр5шность вычислен1я), которую. мы отбра- 


сываемъ, когда мы зам$няемъ среднюю скорость въ течен1е неболь- 
шого промежутка времени скоростью въ началЪ этого промежутка, 
мала, когда й очень мало. Когда й составляетъ только небольшую 
долю секунды, то > 9 составляеть только н$Феколько дециметровъ, 
т. е. величину, которая практически совершенно не входитъ въ рас- 
четь по сравненю съ. сотнями метровъ, которые ОИ. тБло 
уже въ первыя секунды своего паденля. 


Беф величины, встрёчаюцияся въ опытныхъ наукахъ (физикф, 
хими), мы можемъ измфрить только съ ограниченной степенью точ- 
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ности, и самыя опред$летя, встр5чающаяся въ этихъ наукахъ, д$- 
лаются на основани опытныхъ, и поэтому приближенныхъ, резуль- 
татовъ. Мы не можемъ также никогда освободиться отъ постороннихъ 
вл1явЙ (какъ въ настоящемъ случаЪ, отъ сопротивлен1я воздуха, 
вл1ян1я электрич. и магнитн. силъ и т. п.). Поэтому мы никогда не 
можемъ расчитывать на полное соотвЪтетв1е между наблюдетями И 
вычисленями. — 

Если мы опыты паденя тфлъ будемъ вести съ хронографами 
(приборами для записи времени), то, въ лучшемъ случа, длины мы 
будемъ въ состоянии изм5рить въ миллиметрахъ, время—въ сотыхъ 
доляхъ секунды, такъ что т$ и друйя величины, можетъ быть, съ 
точностью до пяти, самое большее—до шести десятичныхъ знаковъ. 

Скорости, найденныя при помощи этихъ данныхъ, будуть вычи- 
слены навЪрное не съ большею, а скор$е съ меньшею (относитель- 
ною) точностью. 

Поэтому, конечно, нЪтъ никакого смысла вести вычислен1я съ 
большею точностью, чЪмъ могуть быть ведены наблюден1я. Если 
только для й мы возьмемъ настолько малую долю $ что при нашихъ 
требовантяхъ точности мы въ состояни имъ пренебречь, то мы безъ 
дальнфйшихъ разсужден1й можемъ среднюю скорость для промежутка, 
времени отъ # до #-+® (которая поддается опытному опред$ленио) 
замнить скоростью для момента $ которая подчиняется простому 
математическому закону. 

Очевидности нашихъ разсуждеюй въ данномъ случа н%еколько 
мьшаетъ то обстоятельство, что д имфетъ сравнительно большое чи- 
сленное значенте. 

Надо однако принять во вниман!е, что величина 9 зависитъ отъ 
выбранныхъ единицъ мфръ; если бы мы выбрали большую единицу 
длины или меньшую единицу времени, то мы бы ры этого множи- 
теля получили меньшее численное значение. 

Такимъ толкованемъ предмета однако теперь не доволенъь мате- 
матикъ, Ибо это толкован1е не удовлетворяеть предъявленному имъ 
требован!ю абеолютной точности, которую математикъ привыкъ 
видфть въ своихъ теоремахъ и формулахъ. 

Эти требован1я и вытекающия изъ нихъ сл$детыя должны быть, 
конечно, удовлетворены въ спешальныхъ лекщяхъ для математиковъ 
спещалистовъ. 

Эдфсь же мы замЪтимъ только слфдующее: 

Требоване абсолютной точности представляетъ изъ себя '‘тотъ 
идеалъ, къ которому можно стремиться, но котораго во многихъ слу- 
чаяхъ совершенно невозможно достичь. Мы, наприм$ръ, не можемъ 
уже достичь абсолютной точности, когда хотимъ обратить въ деся- 
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тичную обыкновенную дробь, у которой въ знаменателЪ есть мно- 
жители, отличные отъ 8 и Б. Еще труднЪе въ т$хъ случаяхъ, когда 
°мы имфемъ дфло съ иррацпональными числами, которыя насъ заста- 
вляетъ ввести геометрия. 


] 7-4 С = 
Если мы вм$сто 3 возьмемъ безконечную пер1одическую дробь 


0,833333.... 


то сколько бы мы троекъ ни приписывали, на какой бы десятичной 
1 

цифр мы ни остановились, величины точно равной з Мы никогда 

не получимъ; причемъ, на какой бы цифр ни остановились, по- 


1 ь 
гр5шность, которую мы при этомъ получимъ. равна з послЗдней взя- 


той нами цифры. Такъ же, напримЪръ, по теорем Пиеагора, квад- 
ратъ, построенный на дагонали квадрата, им5ющаго сторону, равную 
единиц длины, иметь площадь, равную двумъ квадратнымъ еди- 
ницамъ. Если же мы` пожелаемъ найти численную величину длины 
этой длагонали, то намъ придется искать такое число, которое, бу- 
дучи умножено на самое себя, дало бы 9. | 

Элементарными способами очень нетрудно найти числа, квадраты 
которыхъ очень мало отличаются отъ 2-хъ; напримЪръ: 


1,414? — 1.999396, 


однако не трудно показать, и это даже доказывается въ курсахъ 
средней школы, что нельзя отыскать такого раплональнаго числа, ква- 
дратъ котораго былъ бы точно равенъ 9. 

Въ такихъ случаяхъ мы бываемъ поневол$ принуждены поняте 
объ абсолютной точности замфнить понятемъ безграничнаго 
приближения. 

Это значить, что мы требуемъ такого рода формулъ, которыя бы 
давали намъ возможность сдлать ошибку результата сколь угодно 
малой или, по крайней мЪрЪ, столь малой, какъ того требуеть по- 
становка вопроса. 

Въ вышеприведенныхъ примфрахъ этого, дЪйствительно, можно 
достигнуть: у насъ есть способы, дающие намъ возможность опредф- 
лять одну десятичную цифру за другой; а т. к. ошибка, которая при 
этомъ получается, ‘не превышаетъ той десятичной цифры, на кото- 
рой мы останавливаемъ наше вычислене, то мы въ .состояви нашу 
ошибку сдЗлать сколь угодно малой; конечно, заранфе предполагается, 
что мы вообще ум$емъ прод$лать требуемый при этомъ процессъ 
вычислен1я, о чемъ математикъ, какъ таковой, не заботится, по край- 
ней мЪрЪ, не ставитъ этого вопроса въ первую голову. 

Что же мы им$емъ въ нашемъ случаЪф? Ошибка, которую мы 
ДЪлаемъ, замфняя среднюю скорость въ течене времени й скоростью- 
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1 
въ начал этого момента, равна - 9. Если мы хотимъ, напримЪръ, 


чтобы эта ошибка была меньше напередъ заданной величины е, то 
ДЛЯ Этого мы Должны Только ВЗЯТЬ 
= р 

Такимъ образомъ, мы ошибку вычисления, дЪйствительно, можемъ 

подчинить каждому лоставленному напередъ требовавлю точности, 
если только возьмемъ величину № достаточно малой. Всегда-ли это 
можно сдЪлать. объ этомъ заранфе намъ не надо заботиться. Мы мо- 
вемъ совсфмъ не разсматривать вопроса о томъ, всегда ли мы мо- 
жемъ, напримфръ, при какомъ-нибудь очень неравномфрномъ и пре- 
рывистомъ движении, получить скорость въ данный моментъ, вычи- 
сляя предварительно среднюю скорость такого движеня въ течене 
нфкотораго промежутка времени, и зат$мъ въ этомъ выражении пола- 
гая разсматриваемый промежутокъ времени равнымъ нулю. 
— Можемъ не разсматривать и вопроса о томъ, во ве$хъ ли слу- 
чаяхъ, при выполнеши предыдущихъ условй, уменьшая сколь угодно 
промежутки времени, мы въ состояви сд$лать разность между сред- 
ней скоростью въ течен1е небольшого промежутка времени и ско- 
ростью въ данный моментъ сколь угодно малой. 

Намъ сейчасъ достаточно указать на сл$дующее: оказывается, 
что для цфлей естественной науки мы просто можемъ исключить 
изъ нашихъ разсмотрЪв!й т случаи, въ которыхь не удовлетворено 
одно изъ предыдущихъ требований. 

У. Однако въ заключен1е нашихъ споровъ нужно дать еще разъ 
слово естествоиспытателю. 

Онъ скажетъ: неограниченная точность для меня неинтересна; 
вс$ мои изсл$дованя, въ смыслЪ точности, имБютъ границы, при- 
чемъ, смотря по наукЪ, эти границы очень различны, и если бы вс 
формулы были такъ составлены, что давали бы мн% именно ту точ- 
ность, ни больше. ни меньше, какая мнЪ нужна, то это бы больше 
всего отв$чало моимъ интересамъ. На это можно было бы отвЪтить: 
если бы можно было это сдБлать, то это, конечно, было бы очень 
хорошо, но этого сдфлать нельзя. Когда мы одну формулу выводимъ 
изъ другой, то, съ каждымъ дЪйствемъ, точность результата умень- 
шается. Такимъ образомъ, исходныя формулы требуютъ большей 
точности, ч$мъ та, которую мы требуемъ отъ окончательнаго резуль- 
тата. И намъ бы пришлось при каждомъ посл5дующемъ шаг въ 
развити нашихъ ВЫВОДОВЪ возвращаться къ самому началу вы- 
вода, чтобы данный результатъь получить съ желаемой степенью 
точности. | 
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Такимъ образомъ приходится примириться съ тмъ, что все-таки 
простёйпий путь для достижен!я наиболЪе выгодныхь практическихъ 
результатовъ тотъ. когда вс$ наши формулы построены такъ, чтобы 
он могли давать намъ сколь угодно точные результаты. А зат$мъ уже 
въ частныхъ случаяхъ можно предпринимать спетальныя упрощенля. 

Мы будемъ им$ть, такимъ образомъ, дфло съ такими формулами, 
которыя будутъ давать намъ любую стёпень точности, если только 
въ выраженяхъ, стоящихъ въ нихъ, прибавить достаточное количе- 
ство дополнительныхъ членовъ, составленныхъ по опредфленному 
закону. 

Сколько членовъ надо прибавить въ каждомъ отдфльномъ слу- 
чаЪ, зависить отъ соображений спешальныхъ, построенныхъ на зна- 
комствБ съ данными явлен1ями. Причемъ это дфло математикъ не 
можеть совершенно отнять у естествоиспытателя или техника, тёмъ 
болЪе, что требованле точности не есть что-нибудь строго опред$лен- 
ное, а растетъ съ течен1емъ времени во всякой наукЪ. = 


$ 6. Раепроетраневне понятя скорости на друйя явления. 

Развитое въ посл$днихъ двухъ параграфахъ поняте о скорости 
отъ случая прямолинейнаго движеня можеть быть перенесено на 
вс$ тБ случаи, когда какая-нибудь величина м$няется съ теченемъ 
времени; когда, наприм5ръ, тБло вращается около постоянной оси, 
то мы можемъ опред$лить его положене въ каждый данный моментъ, 
задавая уголъ, который составляетъь нЪкоторая неразрывно связан- 
ная. съ тБломъ плоскость съ н%Ъкоторой вполнЪф въ пространствЪ 
опред$ленной плоскостью, проходящей черезъ ось вращен1я 

‚ Этотъ уголъ измфняется съ течешемъ времени; если мы величину 
его изм$фненая въ теченле извфетнаго времени подфлимъ на этотъь 
промежутокъ времени (число градусовъ на число секундъ), то мы 
получимъ среднюю угловую скорость въ течене этого времени. 
Если затфмъ мы положимъ время равнымъ нулю, то мы получимъ 
угловую скорость даннаго. вращательнаго движен1я въ данный 
моментъ. 

Будемъ наблюдать волны, которыя распространяются по поверх- 
ности воды. При такомъ волнообразномъ движени отдЪльныя ча- 
стицы воды въ сущности почти остаются на мЪфетЪ, описывая только 
небольшия замкнутыя кривыя. Только само состояше колебан1я имфетъ 
тутъ поступательное движенте. 

_ Мы можемъ наблюдать гребень волны (который образуется въ 
каждый данный моментъ разными частицами) и опред$лять его по- 
ложен!е; это положен!е измфняется съ течешемъ времени. 

Если мы число, измБряющее разетояне, на которое въ течене 
нЪкотораго времени продвинулся гребень, раздвлимъ на число, измЪ- 
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ряющее время, то мы получимъ среднюю скорость распростране- 
шя волнообразнаго движеная въ течене этого времени. Если зат мъ 
въ найденномъ выражении мы положимъ время равнымъ нулю, то мы 
получимъ скорость распространен1ля колебаня въ данный моментъ. 

_И въ тБхъ случаяхъ, когда рЪчь идетъ даже не о движевяхъ, а 
о другихъ изм$неняхъ величинъ, подлежащихъ измфрен!ю, мы мо- 
жемъ говорить о скорости. 

Такъ наприм$ръ, мы можемъ получить среднюю скорость охла- 
жден!я т$ла въ течене опред$леннаго времени, когда мы число гра- 
дусовъ, на которое понизилась температура т$ла, разд$лимъ на число 
секундъ, содержащихся въ данномъ промежуткВ времени. 

И химический процессъ, при которомъ изъ н$котораго химическаго’ 
соединен1я выд$ляется или въ нЪкоторое химическое соединение вхо- 
дить н5который элементь или основане, не происходитъ мгновенно, 
а тратитъ на это н$которое время. 

М?Ърою химическаго процесса могло бы служить количество под- 
вергшагося химическому процессу вещества, изм$ренное въ грам- 
махъ; но для вычислевй удобнЪе это число еще раздфлить на моле- 
кулярный в$съ даннаго вещества. 

Подъ граммолекулой мы понимаемъ то количество граммовъ 
вещества, которое равно молекулярному вЪсу этого вещества. 

Такъ, граммолекула хлора равна 71 грамму; граммолекула водо- 
рода—цвумъ граммамъ; граммолекула соляной кислоты равна 36,5 
граммамъ; такъ что одна граммолекула водорода и одна граммоле- 
кула хлора составляютъ 2 граммолекулы соляной кислоты. 

Мы получимъ среднюю скорость реакции, если мы количество 
переработанныхъ граммолекулъ разд5лимъ на число секундъ, по- 
шедшихъ на этоть химическй процессъ. Скорость реакц1и въ 
данный моментъ мы получимъ, полагая въ полученной для сред- 
ней скорости реакши формул число секундъ равнымъ нулю. Вм$- 
сто выражен1я: «мы дЪлимъ число, выражающее н$Ъкоторую длину 
на число секувдъ», которое является единственнымъ правильнымъ 
сепособомъ выраженя, мы иногда говоримъ коротко: «мы ДЪлимъЪ 
длину на время и получаемъ скорость». 

Этотъ кратюй способъ выраженя можно примфнять лишь въ 
томъ случа, если слову дЪлен1е мы будемъ приписывать только 
что упомянутый ‘распространенный смысль. То же замфчаюше отно- 
сится.и къ другимъ случаямъ, разобраннымъ въ этомъ параграфЪ$. 


$ 7. Графичеекое предетазвлен1е законовъ природы и вообще зависи- 
мостей между двумя перем$иными величинами. | 
Въ $2 мы видфли, что зависимость между двумя величинами, 
напримфръ, нЪкоторый законъ природы, мы во многихъ случаяхъ 
| 2+ 
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можемъ представить въ видЪ$ формулы. Формула является прекрас- 
нымъ средствомъ для того, кто привыкъ съ ней обращаться. Но не 
всегда мы имбемъ формулу къ нашимъ услугамъ. 

Формула является результатомь теоретическихъ разсужденй, но 
не для вс5хъ явлеюшй у насъ им$ются достаточно развитыя теори. 


Или формула можеть быть получена непосредственно изъ дан-. 


ныхъ наблюдений, но чтобы изъ наблюдевй вывести формулу, для 
этого требуется особенное искусство, о которомъ мы будемъ имЪть 
случай говорить выше. Да и вообще, въ обоихъь упомянутыхь слу- 
чаяхъ мы только тогда въ состоян1и найти простую, объединяющую 
вс$ опытныя данныя, формулу, если вообще таковая существуетъ; 
но въдь такая простота часто и не существуетъ вовсе. Что же намъ 
дЪлать именно въ этихъ случаяхъ, чтобы по крайней мЪрЪф чфмъ- 
нибудь зам$нить формулу? 

Прежде всего, какъ это уже было показано въ 8 2, можно было 
бы наблюденныя значен1я обЪихъ величинъ свести вмЪстЪ въ н$ко- 
торую таблицу. 


Такъ было, наприм$ръ, изучено дЪйстве свЪта на хлороводород-` 


ную см$сь, причемъ зависимость между количествомъ и получаю- 
щейся соляной кислоты и временемъ # (въ течен1е котораго происхо- 
дитъ реакцая), выражается сл5дующей таблицей: 





[— 4 2 — #,1 
= 11 — 2,6 
+ — 6 71 — 41 
Е. ^} 7 — 19,3 
{ — 8 7 — 48,5 
[— 9 7% — 19,6 
0 7 — 110,0 


< 


Изъ одного взгляда на эту таблицу было бы очень трудно сдз- 
лать заключен1е объ общей формул$; число т, очевидно, непропор- 
понально никакой степени # тутъь нужно, конечно, ожидать много- 
членной формулы. 

И непосредетвенно изъ таблицы нельзя сдфлать никакого заклю- 
ченя: она не даетъ нагляднаго представления. о явлении. 

Однако извфстенъ уже съ давнихъ поръ, еще со времени послЪд- 
нихъ среднев$ковыхъ схоластовъ, ‘одинъ очень простой премъ для 
нагляднаго представлен!я подобныхъ соотвЪтетвенныхъ рядовъ чиселъ. 

Проведемъ для этой цфли гдЪ-нибудь на плоскости прямую, — 
проще всего горизонтальную, хотя это не играетъь никакой роли. 
ГдЪ-нибудь на прямой отм$тимъ точку, отъ которой будемъ вести 
отечеты, и выберемъ нфкоторую длину за единицу и. отъ ЭТОЙ на- 


ТО 


$ 7. ГРАФИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЗАКОНОВЪ ПРИРОДЫ. 21 


чальной точки отложимъ столько единицъ длины въ любомъ напра- 
влен1и, обыкновенно направо, сколько того требуетъ одно изъ раз- 
сматриваемыхъ значенй одной изъ нашихъ перем$нныхъ. 

Въ концф отсчета возставимъ къ нашей горизонтальной прямой 
перпендикуляръ, —обыкновенно его проводятъ вверхъ,—и на этой пря- 
мой, тоже въ произвольно выбранныхъ единицахъ, отложимъ отр$- 
зокъ, равный соотвЪ$тственному значеншю другой перемнной. Такъ 
МЫ будемъ поступать съ каждой парой значений нашихъ пере- 
мфнныхъ. Ар © 

При этомъ, конечно, мы уже не мфняемъ разъ выбранныхъ нами 
единицъ длины. Такимъ образомъь мы на первыхъ порахъ предета- 
вляемъ данныя численныя значения на- 
шихъ величинъ въ вид ряда точекъ у 
въ плоскости нашего рисунка. 

Пока мы еще ничего существеннаго не 
достигли. Рядь численныхъ значевн!Я или 
рядъ точекъ могутъ совершенно зам нять 
другь друга. Одинъ способъ записи даетъ 
намъ не больше и не меньше другого, 
если только при этомъ точность рисунка 
соотвфтствуетъ точности наблюдения. 

Сдфлаемъ однако еще одинъ шагъ, въ которомъ собственно за- 
ключается большой мысленный скачекъ: между намфченными точ- 
ками оть руки или при помощи кривой линейки (лекала) проведемъ 
по возможности равном$рную кривую и сдБлаемъ допущене, что не 
‘только наши данныя точки, но и всЪ точки, принадлежашя кривой, 
представляютъ графическое изображене всфхъ соотвЪтственныхъ 
значен!й тиь | | 

Если мы захотимъ узнать, сколько соляной кислоты образовалось 
по истечении промежутка времени, не указаннаго въ таблицЪ, то намъ 
придется соотв$тетвенное число минутъ‘нанести, очевидно производя 
измфрен1е въ прежнихъ единицахъ, на первой прямой отьъ выбран- 
наго начала, въ конпЪ возставить перпендикуляръ и изм5рить длину 
отр$Ъзка этого перпендикуляра отъ горизонтальной прямой до пере- 
оъчен1я съ кривой. Мы тогда и получимъ величину 177%, соотвЪтствую- 
щую времени $. р 

Какое право им$емъ мы поступать такъ? Съ математической 
точки зрён1я—никакого, ибо черезъ данныя точки можно провести 
сколько угодно самыхъ различныхъ кривыхъ, притомъ соблюдая 
услов!е равномфрности перехода. Съ точки зр5шя‘естественно-на- 
учной дБло обстоитъ иначе. Слфдуя тому принципу, что природа 
не д$лаетъ скачковъ, который является исходной точкой всякой 





Черт. 1. 
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естественной науки, мы можемъ предположить, что значешемъ $ ле- 
жащимъ въ наблюдаемыхъ границахъ, будутъ соотв$тетвовать зна- 
чен1я т, которыя также будуть лежать въ ранфе наблюдательныхъь 
границахъ, если только мы взяли наблюденныя значен1я достаточно 
близко другь кь другу, что, конечно, опред$ляется индивидуаль- 
ныЫмъ свойствомъ каждой задачи. 

Во многихъ случаяхъ мы еще имфемъ большую поддержку въ 
томъ смыслЪ, что въ томъ промежутк$ времени, въ течеше котораго 
мы дфлаемъ наши измфрен!я, мы качественно можемъ слЪдить за 
цаннымъ процессомъ. Такъ, въ нашемъ случа$, наприм$ръ, мы зам$- 
чаемъ, что образуется постоянно новая соляная кислота и что рань- 
ше образованная не разлагается, такъ что съ течеюмемъ времени ея 
количество растетъ постоянно, и съ возрастанлемъ времени $ должно 
расти и число 77%; такъ что кривая, которая намъ рисуетъ явлене, 
должна подниматься слЪва направо и не можетъ начать опускаться. 

Мы можемъ еще подробнфе просл$дить зависимость, которая су- 
ществуетъ между кривой и тфмъ закономъ, который связываетъ пе- 
ремфнныя Ёи т. 

При этомъ воспользуемся выраженемъ, введеннымъ въ $8 4 и 
будемъ говорить, что 7% есть функшя & : 

Мы представимъ себф мысленно, что кривая все время идетъ 
слфва направо, т. е. въ томъ направлении, въ какомъ. мы наносимъ 
возрастаюция значевя &` 2 

Тогда мы можемъ сказать: если кривая поднимается, то наша 
функщя съ возрастатемъ # растетъ. Если она опускается, то функщя 
убываетъ съ возрастатемъ $. 

Если кривая подымается круто, то функшя растетъ быетро; если 
же кривая подымается полого, то функшя растетъ медленно. Но при 
этомъ нужно имть въ виду и то, какой и для изображеня 
величинъ т и # нами выбранъ. 

Мы можемъ получить очень круто подымающуюся или падающую 
кривую, если мы, при н%Ъкоторомъ опред$ленномъ масштаб для 
одной величины, для другой выберемъ сравнительно очень крупный 
масштабъ. Такъ что при всякомъ графическомъ изображени функщи 
непрем$нно долженъ быть приложенъ соотв$тетвенный масштабъ. 

И въ томъ случаЪ, когда дается не таблица соотвтетвенныхъ 
значенй двухъ наблюдаемыхъ величинъ, а имфется формула, ихъ 
связывающая, мы можемъ для нЪкотораго ряда значен!й одной вели- 
чины, отложенныхъ по н$которой оси, откладывать соотв$тетвенныя 
значен1я другой — на перпендикулярахъ, возставленныхъ къ этой 
оси въ соотв$тственныхъ ея точкахъ; и затфмъ черезъ полученныя 
точки мы можемъ провести кривую. 
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Мы можемъ даже мысленно. предположить, однако представить 
себ$ этого мы не можемъ, что мы для каждаго 2-са. входящахго въ 
наши разсмотр$ ня, вычислили соотвфтственное значене для у-ка и 
нанесли его на чертежъ, и зат$мъ разсматриваемъ совокупность 
вс$хъ этихъ точекъ. Когда зависимость между у и х имЪетъ не- 
сложный характеръ, мы будемъ въ прав$ предположить, что эти 
точки не безпорядочно разсБяны по плоскости, но въ совокупности 
составляютъь нфкоторую прямую или кривую лин!ю. 

Вопросъ о томъ, будетъ ли подобное заключене имфть мЪето, 
когда законъ зависимости между у и х иметь характеръ сложный, 
мы пока можемъ оставить въ сторонЪ. 


3 8. Обратная задача; аналитическое изображеше линий. 

Въ только что приведенныхъ разсужденяхъ намъ была задана 
зависимость между двумя перем$нными, или въ вид таблицы, или 
въ видф уравнен1я; кривая же служила средствомъ для болЪе на- 
гляднаго ознакомлен1я съ этой зависимостью: мы изъ свойства кри- 
вой дфлали заключения о свойствахъ данной функщи. 

Однако, эта задача’ обратима; если мы имфемъ н$которую геомет- 
рически опред$ленную лин!ю, то мы можемъ задать себф вопросъ о 
томъ, какимъ уравнен1емъ, въ смысл 5 7Т,. она опред$ляетея и изъ 
свойствъ этого уравневя мы можемъ д$лать заключене о свойствахъ 
кривой. Этотъ научный методъ, который былъ не чуждъ и геомет- 
рамъ древняго ма, и который былъ развить въ первой половинЪ 
ХУП стол ия Ферматомъ и главнымъ образомъ Декартомъ, носитъ: на- 
зване аналитической геометр!и. Мы должны тутъ познакомиться 
по крайней мЪрЪ съ основными положенйями этой науки. 

Гд$-нибудь въ плоскости рисунка мы выбираемъ двЪ пересЪкаю- 
ш1яся прямыя; часто бываетъь очень цфлесообразнымъ расположить 
ихъ подъ прямымъ угломъ, хотя въ этомъ н$ть необходимости. 

Одну изъ лиЙ мы называемъ осью абециссъ или просто осью 
л-совъ; другую осью ординатъ или просто осью у-ковъ. 

Точку ихь перес$чен1я мы называемъ началомъ (или нулевой 
точкой) данной системы. 

Обыкновенно ось 1-овъ располагаютъ горизонтально, ось 9-овъ 
вертикально, хотя это несущественно. 

Эти двЪ ливи раздфляютъ всю плоскость рисунка на четыре 
части или на четыре квадранта. 

Сначала мы разсмотримъ только одинъ изъ нихъ, а именно пра- 
вый верхний квадрантъ. 

Положене точки въ этомъ квадрантБ мы можемъ опредлить, 
задавая два числа. А именно число, выражающее разстоявше 
точки Р оть оси х-совъ, т. е. длину перпендикуляра РО, опущен- 
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наго изъ точки Р на ось х-совь, и число, выражающее длину 00, 
-т. е. разстояве отъ начала координать до основатя перпендикуляра 
ОР. Посл$днее число мы назовемъ х-сомъ точки или его абецис- 
сой; первое у-комъ точки или его ординатой. (Это назвате введено 
вмЪсто древняго ог тат аррИсада). 

06$ величины, вм$етЪ взятыя, называются координатами точки; 
или, какъ въ нашемъ случа, прямоугольными Декартовыми коорди- 
натами. 

Итакъ 


Об: ОР — 
Если мы проведемъ еще РЕ || ОО, т. е. 


| къ ОВ, то изъ элементарныхъ геометри- 
ческихъ соображений заключаемъ: 


ОК —ч4 В РЕах. 


Чери р Очевидно, мы бы могли эти величины 

взять за исходныя въ нашихъ опред$ле- 

няхъ координатъ точки (въ силу симметричности осей), но съ той 

точки зр$ня, съ которой мы подходимъ, совершенно естественно для 

начала отдать одной изъ осей первенствующее значене (въ нашемъ 
случа —оси 1-совъ). 

Если, наоборотъ, намъ даны два числа хи у, то мы можемъ 
опред$лить одну и только одну точку, абецисса которой равна х-су, 
аа ордината у-ку. | | 

Разстояве точки (2, у) отъ начала, на основавн1и теоремы Пиез- 
гора, будетъ: 





Ред. ....... в ль = (№) 
Уголъ а, который образуетъ прямая, связывающая точку (х, у) 
съ началомъ, съ осью 2-совъ, опредфляется изъ о авдыы оче- 
видныхъ зависимостей: 
9 


ЕЕ рн в (9) 


9 т 
у 7х 


$71 & — ь С03 ев 
Если у насъ двЪ точки заданы своими координатами, то мы мо- 
жемъ на основани (черт. 3) и (черт. 4) и проведенныхъ на нихъ 
ливй, пользуясь теоремой Пиеагора, получить: 
Для первой фигуры (см. черт. 3) мы получаемъ: 
, 7:2”) в — ЖЕ) лее ы 43) 
для второй: | 
72 — И (2, — 2.) (9. — 9} 


*) Тутъ мы опять должны сдфлать зам чавн1е относительно индекс» при 
величинахъ 41, Г. и не смвшивать его съ числомъ 12 (двЪнадцать). 
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оба выраженя, впрочемъ, тождественны, т. к.. 
(1, — 2.) = (7, —). 

Уголъ @а,, который образуеть ливня, связывающая точки Р, и Р, 
съ линей || оси х, а слБдовательно и съ самой осью х-совъ, для 
случая (фиг. 3) удовлетворяеть слфдующимъ почти очевиднымъ за- 
виСимМосСтТямМЪ: 


| У У! У. —9 › 2—2 
оо — = 5П ао = 008 0.. — — .. . (4 
ЕЕ ‚2 В г ; (4) 
О соотв$тетвенныхъ зависимостяхъ, относящихся къ расположе- 
н1ю (чертежа 4), мы скажемъ н$еколько поздн$е. | | 
Если нЪкоторая кривая опредБлена геометрически, то мы изъ 


этого опредфлен1я можемъ заключить о нфкоторой зависимости, кото- 





ии 
Черт. 3. Черт. 4. 





рой удовлетворяютъ всБ точки этой лиши и. притомъ только этой 
лини. Эту зависимость мы можемъ выразить уравненемъ между 
у-комъ И 2-сомЪъ, и это уравнене называется уравнен1емъ кривой. 

Наоборотъ, если намъ дано подобное уравнене, то, какъ это было 
показано въ прелыдущемъ параграфЪ, мы можемъ найти тъ точки. 
координаты которыхъ удовлетворяютъ данному уравнен!ю. 

Въ тЪхь случаяхъ, съ которыми мы будемъ имфть дъзло, эти точки 
въ своей совокупности составляютъ опред$ленную лин!ю, и эта ли- 
ня и будетъ геометрическимъ изображенемъ даннаго ур-н1я. 

Гд$ лежатъ, напримЪ$ръ точки, для которыхъ у =, т. е. точки 
равноотстояпая отъ об$ихъ координатныхъ осей? 

Изъ элементарной геометрли мы знаемъ, что вс$ эти точки лежать 
на биссектрисс$ координатнаго угла; и обратно, что вс точки бис- 
сектриссы равно удалены отъ сторонъ угла. 


ЗНачитъ Пе 


есть уравнен1е биссектриссы координатнаго угла. 
Гд$ лежатъ тЪ точки, для которыхъ у = 25, т. е. которыя от- 
стоять отъ оси 2-совъ вдвое Дальше, чЪмъ отъ оси у-ковъ? 
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И туть мы можемъ воспользоваться простыми элементарными 
геометрическими соображен1ями. 
Пусть Р, есть точка, обладающая т$мъ свойствомъ, что: 


9.Р, = 204, 

Пусть Р, есть нфкоторая точка, на лиши ОР, или ея продолжении. 
Проведемъ ординату этой точки Р.О.. 
Треугольники ОР. 0, и ОР.О., подобны; 

значитъ: 

0%, : 9.Р, = 0%, : 9,2, 
но такъ какъ 
4.Р, = 20%,, то 


ОО ОР: 2. 


Р 2 = 204. 

Значитъ, точка Р, обладаетъ т5мъ же 
свойствомъ, что и точка Р.,; а такъ какъ 
точка Р, была взята нами совершенно произвольно на прямой ОР, 
или ея продолжен, то’отеюда слЪдуетъ, что всякая точка на пря- 
мой ОР, удовлетворяетъ требуемому услов!ю. 

Ни одна точка, не лежащая на прямой ОР, этому условю не 

удовлетворяетъ, ибо если бы имЪлась, напримЪръ, такая точка Р. 
_вн% прямой ОР., то лимя О.Р, должна была бы пересЪчь линю 
ОР, въ какой-нибудь точк$ Р. для которой, какъ для точки лежащей 
на прямой ОР., должна была существовать зависимость О.Р, = 200; 
но одновременно не можетъ при этомъ существовать предполагаемое 
‘равенство 


откуда 





Черт. 5. 


9.Р “= 200. 
значить, наше положен!е доказано. 


8 9. 0бъ отрицательныхь значеняхъ координатъ. 

Пока мы разематривали только точки одного квадранта, причемъ 
координаты точекъ въ этомъ квадрантё выражались числами поло- 
жительными, каждой точкЪ въ этомъ квадрантВ соотв тствовала одна 
пара такихь чиселъ и наоборотъ. Если же мы хотимъ изучить всю 
плоскость и при этомъ желаемъ сохранить ту однозначную и обра- 
тимую связь, которая существуеть между положенемъ точки и ко- 
ординатами, то мы не можемъ ограничиться только положитель- 
ными числами; ибо, если мы не примемъ во вниман!е того, по ка- 
кую сторону отъ осей лежить данная точка, то найдется не одна 
точка, а цфлыхъ четыре, которыя отстоять отъ осей на данныя 
разстоян1я. | 
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Веф эти точки мы можемъ получить изъ одной (напримфръ, изъ 
точки, лежащей въ первомъ квадрант®), если возьмемъ изобра- 
жен1е*) этой точки относительно двухъ осей и еще одно изобра- 
жене одного изъ полученныхъ нами изображей относительно про- 
должен1я одной изъ упомянутыхъ осей. Какъ отличить эти точки 
другъ оть друга? | 

Мы достигнемъ этого, если мы для обозначен1я координатъ вве- 
демъ въ наши изслфдованля отрицательныя числа. 

Мы будемъ абсциссы, которыя откладываются отъ на- 
чала координатъ направо, считать положительными, а тъ, 
которыя откладываются налф- 
во—отрицательными. Ординаты, 
откладывающияся наверхъ -—- по- 
ложительными, внизъ — отрица- 
тельными. 

Такъ что точка, которая лежитъ. 
влЪво оть оси у-ковъ на 3 см. и 
вверхъ отъ оси 1-совъ на @ см. 
иметъ координаты 





х = —3 Па: | Черт. 6. 


Такимь образомъ вся плоскость чертежа, какъ уже было сказано, 
распадается на четыре квадранта, для которыхъ 


| квадр.: х> 0 у>0 
П квадр.:2< 0 у>0 
Ш квадр.: х< 0 < 0 
ГУ квадр.:х>0 у 0. 


Мы получаемъ, такимъ образомъ, вс 4 комбинаши знаковъ. Те- 
перь у насъ установлено совершенно однозначное соотв$тетв!е коор- 
динатъь и точекъ для всей плоскости: каждой парЪф чиселъ соотв$т- 
ствуетъ одна точка и каждой точк$ одна пара чиселъ. 

Существеннымь тутъ является не то, какое изъ направлен!й мы 
считаемъ положительнымъ и какое отрицательнымъ; важнымъ является 
то, что двумъ отр$зкамъ одинаковой длины, но противоположно на- 
правленнымъ, мы приписываемъ различные знаки. Пока не встр®- 
тится какого-нибудь особеннаго случая, мы постоянно будемъ при- 
перживаться нашего правила знаковъ. 


*) Тутъ авторъ, становясь на конкретную точку зр$5Е!я, представляетъ 
себз ось, какъ перес5чен1е поверхности плоскаго зеркала съ плоскостью чер- 
тежа и затёмъ изслёдуеть изображен1е данной точки (5р1есеап>) въ данномъ 
зеркалЪ | Примтч. перев. 
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Раньше всего надо р5шить вопросъ, будутъ ли справедливы фор- 
мулы предыдущаго параграфа, которыя были выведены только для 
точекъ перваго квадранта; или для каждаго отдфльнаго новаго случая 
нужно выводить новыя формулы. 

Намъ нужно р5шить вопросъ, всегда ли разность (2, —2,) пред- 
ставляеть изъ себя проекцию на ось х-совъ разетояня между точ- 
ками (2; 9.) и (2, у,). 

Если об$ абсециесы положительны, то 
проектая равна абсолютному значен!ю 
этой разности. 

Притомъ мы видимъ, что эта раз- 
ность положительна или отрицательна, 
ВЪ зависимости отъ того, больше ли х., 





симости отъ того, лежитъ ли вторая 
точка вправо или влЪво отъ первой. Мы 
можемъ сказать: для двухъ точекъ перваго квадранта разность (2, —х.) 
равна по величин и по направленю проекти на ось х-совъ отр$зка 
Р.Р.. Если х и х. суть об величины отрицательныя, то абсолют- 


= 


Черт. 1 


ное значен1е разности (7, —2,} тоже равно проекти, причемъ эта, 


проекия положительна, если х, алгебраически больше х, или, по 
абсолютному значенлю меньше х,. И туть также х, — 5, положи- 
тельна или отрицательна, въ зависимо- 

д сти отъ того, лежитъ ли точка Р, вл$- 






7, —#2, Даетъ намъ проекшю на ось 
7-совъ, лими Р.Р. по величинЪ и на- 
правлен!ю. 

Если 2, отрицательное число, а х, 
положительное. то разность х, —х, пред- 
ставляетъ изъ себя сумму абсолютныхъ 
значен1й абециесъ обфихъ точекъ. Въ 
этомъ случаЪ, какъ показываеть чер- 
тежъ, дЪйствительно, проекшя положи- 
тельна и равна этой сумм$; значить формулировка правильна. 

Остается еще одинъ случай, когда т, >0, а х,<0. Этотъ случай 
мы можемъ свести на предыдуцшй, если мы помфняемъ ролями ве- 
личины #, И 4... 

При этой перем$н$ м$няется знакъ разности х,— хх, но также 
и знакъ проекщи, такъ что соглас1е знаковъ остается. Резюмируя 
все вышесказанное, мы можемъ высказать слфдующее: 

Разность х,—, представляетъ во всфхъ случаяхъ про- 
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оза ов вы Фа ча фбь дир с = 






Черт. 8. 


ЧЪмъ 2х, или наоборотъ; т. е. въ зави- 


во или вправо отъ точки Р,. Такъ что 
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екц1ю на ось 2-совъ отр$зка Р.Р, по величин и направле- 
н1ю, какъ бы ни были расположены точки Р, и Р, по отно- 
шен1ю къ координатнымъ осямъ. Тоже относится и къ разности 
ординатъ у, — 9, 

Отсюда сл$дуетъ, что формула разстоянмя двухъ точекъ другъ 
отъ друга ($ 8, 1) справедлива для. всякаго положеня этихъ точекъ, 
причемъ обЪ$ разности х,—х и у,— (и представляють изъ себя 
во всЪхъ случаяхъ катеты прямоугольнаго треугольника, гипотену- 
зой котораго служить искомое разстоянте. 

Вопросъ о знак$ въ этомъ случа$ роли не играетъь, такъ какъь 
въ формулу входятъ лишь квадраты этихъ величинъ; однако мы 
тотчасъ придемъ къ вопросу о знакБ, если займемся р5шешемъ 
вопроса о томъ, справедлива ли формула, выведенная нами для 
#0-са угла наклонен1я ливи Р.Р, къ оси 41-совъ ($ $8, 4) и для слу- 
чаевъ отличныхъ отъ того, который нами тамъ разобранъ. 

ДЪло требуетъ боле подробнаго изсл$дован1я. Мы уже уелови- 
лись отличать на изв$стномъ протяжени (огранич. отрфзк$ прямой) 
начальную и конечную точку и противоположныя направлегля отли- 
чать другъ отъ друга знакомъ. 

И для угловъ намъ нужно ввести соотвЪтственное услове. Цля каж- 
даго угла мы тоже будемъ отличать начальную и конечную сторону и 
будемъ обращать внимане на то направлене, въ которомъ намъ надо 
врашать начальную сторону до совпаден1я съ конечной стороной. 

Тутъ мы совершенно ничфмъ не связаны въ выборЪ того или 
другого условая (подобно тому, какъ мы въ вопрос о направлени 
совершенно произвольно д$лали отлич1е между правой и л$вой сто- 
роной). Мы условимся то направлене, въ которомъ движется указа- 
тель солнечныхъ часовъ въ умфренномъ сЪверномъ пояеЪ, сл$дова- 
тельно, и то направлене, въ которомъ движется стр$лка обыкновен- 
ныхъ часовъ, считать отрицательнымъ; противоположное напра- 
влен!е — положительнымъ. Надо замЪтить, что это различе можно 
провести только въ томъ случа, если смотрфть на плоскость, въ ко- 
торой взятъ уголъ, съ опред$ленной стороны. Но, въ противополож- 
ность соглашен1ю о знакахъ отрфзковъ прямыхъ, мы, вводя это уело- 
в1е. сразу рёшаемъ вопросъ о знак любого угла, взятаго въ плос- 
кости. Нельзя вЪдь два ровныхъ, но противоположныхъ по знаку угла 
заставить совпасть, перем щая ихъ по плоскости; если они перво- 
начально отличались знакомъ, то, какъ бы ихъ ни передвигать по 
плоскости, они все равно будутъ отличаться знаками. 

При нашемъ услови необходимо повернуть ось Х-совъ на -+ 90° 
или на — 270°, чтобы заставить ее совпасть съ положительнымъ на- 


правленемъ оси У-ковъ. 
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Мы не будемъ ограничиваться только острыми углами, мы въ 
наши формулы введемъ и тупые углы (меныше и больше 180°). 
Въ гон1ометр!и вводятся соглашен1я относит. знаковъ тригонометр. 
функщй такихъ угловъ. Напримфръ 57%5 въ третьей и четвертой 


УА 





Черт. 9. 


четверти; созиз во второй и третьей 
четверти, 1апдет$ во второй и четвертой 
четверти — отрицательны. 

Мы имБемъ также формулы: 


$ (—&) = — эта 
0$ (— а) = 05а 
9 (—9) = — На. 


Если принять во вниман1е эти рас- 
пространен1я, то мы убЪдимся въ спра- 


ведливости формулъ (5 8, 2, 4) для воБхъ случаевъ. 

И наоборотъ, мы можемъ предположить, что мы не имфемъ никакого. 
поняття о гон1ометри, тогда мы подъ 5#и5’омъ, созтиз’омъ и &’сомъ 
угла можемъ какъ разъ подразум$вать т$ величины, съ присущими 
имъ знаками, которыя получаются изъ формулъ 8 8, притомъ вели- 
чин$ х будемъ всегда приписывать знакъ -+-, разности же координатъ 
будетъ брать съ ихъ знаками. | 

Возьмемъ теперь уравнен1я лий, о которыхъ мы говорили въ 
$ 8, и посмотримъ, что съ ними будетъ, если’ ввести въ нихъ и от- 





Черт. 10. 


/=-© 





рицательныя значен1я координатъ. 
Возьмемъ сначала уравнене у =. 
Во второмъ и четвертомъ квадраит$ не 
можетъ быть точекъ, удовлетворяющихъ 
этому уравненю. Ибо координаты то-. 
чекъ въ этихъ квадрантахь имфютъ = 
противоположные знаки. 
‚ Но таюмя точки мотутъ лежать въ 
третьемъ квадрантф$ и тоже на биссек- 
трисс$ угла. Эта же биссектрисса есть 
продолжене биссекриссы координатнаго 
угла перваго квадранта. 


Итакъ: если мы въ наши разсмотр%н1я введемъ и отри- 
цательныя значен!я у и т, то вс$ точки, удовлетворяющия 
уравнен!1ю у=х, лежатъ на одной и той же прямой, которая 
служитъ общей биссектриссой перваго и третьяго квадран- 
та. И всБ точки этой прямой удовлетворяютъ данному 


уравнен!ю. 
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Итакъ, уравнее и лиюя совершенно соотвЪтетвуютъ другъ дру- 
гу; мы можемъ сказать: уравнен1е у=х есть уравнен1е упо- 
мянутой Линии. | 

ТБ же соображеня мы можемъ примёнить и къ уравненю у = 9х. 

И въ этомъ случа нельзя раз- 
сматривать точекъ 2-го и 4-го ква- 
дрантовъ; ‘точки же 3-го квадранта 
могутъ удовлетворять этому уравне- 
ню. Если мы разсмотримъ дв$ точки 
1-го и 3-го квадранта, Р, и Р., ко- 
торыя удовлетворяютъ данному урав- 
нен1ю, то’ чертежъ показываетъ намъ, 
что треугольники О Р, 0, и ОР, 
/, подобны, а это значить, что три 
точки Р, Ои РР. лежать на одной 
прямой. 

Другими словами, всЪ точки, коор- 
_ динаты которыхъ удовлетворяютъ ура- 
вненю у =—2х, лежатъ на прямой, Черт. 11. 
проходящей черезъ начало, и всЪ - 
точки этой прямой удовлетворяютъ данному уравнен1ю. Итакъ, 
уравнен1е этогесть уравнен1е упомянутой прямой. 





$ 10. Дальнёйше прим$ры уравненй лин. 

Можно сразу видфть, что въ посл$днемъ прим$рЪ число 3 играетъ 
совершенно второстепенную роль. г 

Мы бы сд$лали совершенно т$ же заключения, если бы на мфетЪ 
2 стояло какое-нибудь другое (не непрем$нно ц$лое) число т. 

Мы можемъ сказать, что ур-не. 


ГДБ т есть постоянный множитель, есть ур-н1е прямой, проходящей 
Черезъ начало координатъ и составляющей съ положительнымъ на- 
правленемъ оси х-совъ уголъ, тангенсъ котораго равенъ т. 

Если т > 0, то прямая проходить въ Ги Ш квадрантахъ. 

Если т < 0, то прямая проходить во. П и 1У квадрантахъ. 

Кели т = 0, то она совпадаетъ съ осью 2-совъ. 

значить: у —= 0 есть уравнене оси х-совъ. 

Также х =0 есть уравнен1е оси у-ковъ. 

ИзслБдуемъ теперь ур-ние: 


у — ТУ — В в ве 2 а. № ©. м Ш = д ‚ (2) 


чтобы найти одну точку, координаты которой удовлетворяли бы 
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данному ур-н1ю, найдемъ сначала точку, координаты которой удовлетво- 
ряютъ ур-н!ю (1) и затБмъ найденную ординату увеличимъ на число я. 
Чтобы найти всЪ точки, координаты которыхъ удовлетворяютъ 
ур-н1ю (2), найдемъ вс точки, удовлетворяюция ур-ню (1), т. е. 
другими словами, черезъ вачало координатъ проведемъ лин\ю, тан- 
генсъ угла которой съ положительнымъ направленемъ оси 1-совъ 
равенъ т и затЪ5мъ передвинемъ эту прямую самой себ$ параллельно 
| на разстояне я въ направлении оси 
/-ковъ. Или: проведемъ черезъ точку 
(2—0 у=—=1п) прямую, параллельную 
первой линии. 

Мы можемъ теперь сказать: Всякое 
уравнен1е вида (2) представляетъ 
изъ себя прямую лин!ю. 

Мы можемъ высказать и обратную 
теорему: 

Уравнен1е всякой прямой, про- 
ходящей не параллельнооси 1/-ковъ, 
можетъ быть написано въ форм$ (2). 

Для этого только нужно подъ числомъ 
3 разум5ть величину того отр$зка, кото- 

рый прямая дзлаетъ на оси у-ковъ, а подъ т тангенсъ угла, кото- 
рый эта прямая составляеть съ осью х-совъ. 
Уравнен1е прямой, параллельной оси у-ковъ, есть 


Подъ числомъ а мы разумФемъ тутъ постоянную, ибо вс$ точки 
такой прямой имфють одну и ту же постоянную абециссу. 

Если вс$ члены уравневя (2) умножить на н$который постоян- 
_ ный множитель Ё, то уравнене оть этого совершенно не мФняется; 
вс$ пары значевй (х, у), которыя удовлетворяли уравнению (2), бу- 
дуть удовлетворять и вновь полученному уравненю. — 

Такимъ образомъ, мы можемъ представить ур-те (2) въ форм$: 





Черт. 12. 


ах н бус =о0 .....-.... . (4) 


(Мы тутъ всБ члены перенесли въ л$вую часть равенства; зави- 
симость между новыми и старыми коэффищентами есть: 


& — — ТК = в —= — 7). 


Это уравнене заключаетъ въ себЪ и ур-н1е (3) какъ частный случай. 

Мы можемъ такъ формулировать нашъ результатъ: Уравнен!е 
каждой прямой линейно, и каждое линейное уравнение пред- 
ставляетъ собой прямую. 
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Уравнен1е называется линвёйнымъ, если оно, по освобожден 
ур-н1я отъ знаменателей и радикаловъ, не содержитъ ни степеней 
неизв$стныхь выше первой, ни попарныхъ  произведенй неиз- 
ВЪСТнНЫхХЪ. 

Уравнене И ЕЙ оо № ыы 0) 


удовлетворяется координатами вефхъ. точекъ, которыя отстоятъ отъ 
начала на разстояне 7х. 
Но такя точки образуютъ окружность ратуса, т. 
_,эначитъ: 
Уравнен!е (5) есть уравнен!е окружности рад!уса ” съ цент- 
ромъ въ начал координатъ. 
Точно также уравнен1е 
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р ыы в № а (69 


ГДЪ а, ©, г суть величины постоянныя, есть уравнене окружности 
радлуса т съ центромъ въ точкЪ (а. 06). 
Изслфдуемъ еще уравнеше: 





(х — а)? (у — 65) 


‚7 
ыы 


д; 
У зу 


Это уравнен1е не представляетъ изъ себя ни прямой, ни окруж- 
ности. Оно представляетъ изъ себя кривую, которая не изучается въ 
начальныхъ Курсахъ гео- | 
метрли. Безъ доказатель- 
ства замБ5тимъ, что мы мо- А 
жемъ получить эту кри- 
вую, если мы пересЁчемъ 
прямой круговой конусъ 
плоскостью, параллельной 
одной изъ образующихь 
этого конуса. 

_Эта кривая называется 
параболой; но т. к. назва- | 
н1епараболы присвоено мно- | | 
гимъ кривымъ, то этой кри- Г 
вой присвоено еще имя того | 
греческаго математика, ко- | 
торый очень много зани- и 
мался ея изучеюмемъ, а ое Ев. 
именно, она называется — 
параболой Апполон1я. 

Представлене о форм$ этой кривой мы можемъ получить, если 


————ы=—ы——-—--. - 


- 
- 
чкыьаьааюные _ залы › чибьюнвых ошььн мать чочьсьчщуйньнаь- Фит пищит дъатчньсо > $ > пер 
———=———ы—ы—ы—ы=—ы—=ы—ы—ы=—ы——ы=ы——=—ы———ыы—=ы=——.<———=ы==ы—ы_...-— 
—————-—ыЫы—ы—ы—ыы——ы—=—=—ы—ы—ыье»—“—__<__„„———.—..—“ 
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ь 
Г. Буркгардть. —Дифференц. и интегр. псчисленая. о 
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мы на чертеж для данныхъ значен!й 2-са найдемъ соотвЪтотвен- 
ныя значен1я у-ка, пользуясь прямоугольной системой координатъ. 


Для 


д —0 т= 8 =, 1) — 6,4 
1 9 0.1 о,1 
2 10 0,4 10,0 
3 11 | 0,9 12.1 
4. 12 1,6 14,4 
5 13 2,5 16,9 
6 14 | 3,6 19.6 
7 15 4,9 ро 


Численно равнымъ значен1ямъ х-са, независимо отъ знака, соот- 
вЪтетвуютъ равныя значеня у-ка, а потому во второмъ квадрантЪ 
расположена вЪтвь кривой, симметричная относительно оси у-ковъ 
вфтви въ первомъ квадрант». 

Если мы хотимъ изучить нашу кривую подробнфе, то можемъ 
взять боле тфеные промежутки для х-са, напримЪръ для 


= 22 94 96 98 
у = 0,48 0.58 0,68 0,78 


$ 11. дадача проведеня касательной. 

Въ элементарной геометрли показывается, какъ провести въ лю- 
бой точкф окружности касательную къ ней. Каждая прямая, прохо- 
дящая черезъ точку А окружности, перес$каетъ эту окружность еще 
въ одной точк$ и называется с$кущей; исключет!е представляетъ 
прямая, проходящая черезъ точку А перпендикулярно къ рад!усу: 
эта прямая не встр$чаетъ ни въ какой другой точк$ окружности и 
называется касательной къ ней. | 

Какъ теперь это поняте о касательной, установленное нами для 
окружности, перенести на друпя кривыя? 

Туть ужь намъ не приходится говорить о прямомъ углЪ, кото- 
рый прямая составляетъ съ радлусомъ, ибо это есть нфчто присущее 
только окружности (это свойство могло бы даже служить исходнымъ 
въ опред$лени еамой окружности). И то обстоятельство, что кривая 
съ касательной иметь только одну общую точку, не можетъ намъ 
послужить для опредфлен!1я касательной. Ибо, съ одной стороны, мы 
легко можемъ нарисовать такую кривую, что черезъ одну изъ ея 
точекъ будетъь проходить не одна прямая, а безчисленное множество 
прямыхъ, причемъ такихъ, которыя ни въ какой другой точкЪ угла 
не встр5чаютъ нашей кривой (фиг. 14). 

Съ другой стороны. мы легко можемъ нарисовать такую кривую 
(см. фиг. 15), которая будеть имЪть таюмя точки, черезъ которыя 
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нельзя провести прямой безъ того, чтобы она непрем$нно еще въ 
какой-нибудь точкЪ не встр$тила кривой. 

Поэтому для боле ц$лесообразнаго обобщенля раземотримъ н%- 
сколько ближе построен1е касательной къ окружности. 

Для того, чтобы избфгнуть неудобствь подобныхъ т$мъ, каюмя 
были отм5чены нами въ пПосл$днемъ примЪр$ (фиг. 15), не будемъ 
разсматривать ЦЪлой кри- 
вой сразу, а ограничимся 
только нЪкоторой дугой кри- 
вой, по 06$ стороны отъ нЪ- 
которой ея точки, въ кото- 
рой мы и хотимъ провести 
касательную къ ней. 

Для окружности тоже 
будемъ разсматривать толь- 
ко нЪкоторую опред$лен- 
ную дугу около разсматри- 
ваемой точки А. Причемъ мы исключаемъ случай совпаден!я точки. 
А съ однимъ изъ концовъ дуги. Эту точку соединимъ прямыми съ 
другими точками дуги. ВсЪ эти прямыя будутъ лежать внутри н*- 
котораго угла или, лучше сказать, внутри двухъ вертикальныхъ 
угловъ, которые образуются прямыми, соединяющими точку А съ 
концами дуги. И обратно — всякая прямая, лежащая внутри этихъ 
угловъ, пересБчетъ дугу еще въ одной точк$, кром$ одной един- 
ственной прямой, проходящей черезъ 
точку А. Эта то прямая и есть касатель- 
ная. Оба вертикальныхъ угла этой пря- 
мой д$лятся на двЪ части, причемъ каждая 
прямая, проходящая черезъ точку А и ле- 
жащая въ одной изъ этихъ частей, ветр?- 
титъ дугу еще въ одной точк$ слЪва отъ 
А; а прямая, лежащая въ’ другой части— Черт. 16. 
встрЪтитъ нашу дугу вправо отъ точки А. 

Васательная въ точкЪ А дуги окружности можеть быть опред®- 
‚ лена теперь такъ: 

Это есть прямая, лежащая на гранид$ между тЪми пря- 
мыми, проходящими черезъ точку 4, которыя встр$чаютъ 
дугу вл$во отъ точки А, и тёми, которыя ветр$чаютъ дугу 
вправо отъ нея. Точка 4 называется точкой касания. 

ЧЪмъ меньше прямая АБ отетоитъ отъ касательной (т. е. чмъ 
меньше уголъ, который она образуеть съ касательной), ч6мъ ближе 
лежитъ точка Б къ точкВ касашя А. И обратно—чЪмъ ближе точка 

3* 





Черт. 14. Черт. 15. 
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В лежитъ къ точк$ касавя, т$5мъ меньше уголъ, которая образуетъ 
эта прямая съ касательной. | 

Это поняте можетъ быть перенесено и на дуги другихъ кривыхъ. 

_ Для дуги параболы Апполон1я оно также имфетъ м$ето, какъ для 
дуги окружности. И въ этомъ случа$ мы опред$лимъ касательную, 
какъ прямую, лежащую на границ между т5ми прямыми, которыя 
проходятъ черезъ разсматриваемую точку и встр$чаютъ дугу кривой 
вторично сл$ва отъ разематриваемой точки, и т$ми, которыя встрЪ5- 
чаютъ эту дугу вправо отъ нея. 

Вообще подобное опредБлене касательной имфетъ м$ето для лю- 
бой болфе или менфе равном$рной кривой, за исключенемъ н%ко- 
торыхъ особенныхъ точекъ (острля, угловыя точки). 

_ Будетъ ли это опредБлен!е правильно, если мы представимъ нашу 
кривую, какъ геометрическое изображене какого-нибудь весьма слож- 
‚наго аналитическаго закона, этотъ вопросъ мы пока можемъ оста- 
вить Въ сторонЪ. } 

Ёъ тёмъ кривымъ, съ которыми намъ придется встрфчаться, наше 
опред$лен1е вполнф примЪнимо. 

При р$шенш настоящей задачи мы воспользуемся средствами 
аналитической геометри, намфченными въ предыдущихъ пара- 
графахъ. 

Предположимъ, что кривая, къ которой мы хотимъ провести ка- 
сательную, авалитически задана уравненемъ: 


причемъ х мы разсматриваемъ, какъь независимую перем$нную, а 
у какъ функшю. 

Координаты точки касан1я пусть будуть (1х, 9,). Эту точку соеди- 
нимъ съ соседней точкой (х. у.) Линю, соединяющую точку (5, у.) 
и (1. 49.) мы опред$лимъ заданмемъ тангенса угла, который эта. пря- 
мая образуетъ съ осью х-совъ. 

По формулз (4) $ 8 мы будемъ имЪть: 

92 БЕ 


ООВ 
$2 гу 
8: == 


Напримфръ, для послфдняго примЪра: 


тои сс 
90 О" - 
та 2 1 
а м (+ 4,); ИЛИ, 


10 == 40 


вводя для разности х, — х, обозначете й, откуда <, = м, + й, по- 
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ЛУЧИМЪ: ы 1 
| о ЕЯ += — то й. 


Если й>0, т. е. вторая точка ‘лежитъ вправо отъ первой, то 
4. > г 


Если же < 0, т. е. вторая точка лежить влЪво отъ первой, то. 


Та лия, для которой 
РЕ 7 
60 = 5 
служить раздЪломъ ли, встрёчающихъь нашу кривую вторично 
влЪфво и вправо отъ точки (1, 9). Это и есть касательная къ 
нашей парабол$ въ точкВ (х, 9)). | 

Опред$лен1е касательной въ н$Ъкоторой точк$ кривой позволяетъ 
намъ точнфе нарисовать кривую около этой точки, особенно въ томъ 
случаЪ, когда для построемя кривой мы ограничиваемся небольшимъ 
количествомъ точекъ. 

Если, напримЪръ, намъ надо опред$лить касательную къ пара- 
болф въ точкЪ, для которой х = 4, то, пользуясь трехзначными ло- 
гариемическими таблицами, найдемъ: 


од 4 = 0,603 
109 5 = 0,699 


вы Тод */. — 0,908 — 1. 


Такъ какъ въ логарием. таблицахъ тригонометрическихъ функщй 
всЪ логариемы увеличены на 10, то мы должны найти такой уголъ 
а, для котораго 

00 9 а = 9,903 — 10. 

Этотъ уголъ (съ точностью до 5 минутъ) 

— 38° 40". 

(ели вычислен1е дБлается только съ пЪлью дать точный рису- 
нокъ, то большей точности вычислений вовсе не требуется). 

Подобно тому, какъ для параболы, мы можемъ найти касатель- 
ную и къ другимъ кривыхъ. Если намъ нужно провести касатель- 
ную въ точк$ (х, 9,), то мы возьмемъ вспомогательную точку (х. 9.) 
на той же кривой и ее соединимъ съ точкой (5х, у.) нЪкоторой хордой. 


Мы получимъ тангенсъ угла, который эта хорда образуеть съ 
положительнымъ направлен1емъ оси х, взявши отношен1е разности 
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ординатъ къ разности абсциссъ. Если мы въ найденномъ результат 
разность абсцисеъ положимъ равной нулю, то мы и получимъ тан- 
генсъ угла, который касательная въ точкЪ (2, у,) образуетъ съ осью 
х-совъ. | 

Но если не обращать внимавня на буквы, то вЪдь это есть тотъ 
же математическай процессъ, при помощи котораго мы въ $ 5 отъ сред- 
ней скорости движеня точки перешли къ скорости въ данный моментъ. 

Вакъ и тамъ, величину, на которую мы раньше дфлили, мы по- 
лагаемъ равной нулю. 

Другими словами, мы скрытымъ образомъ д$лаемъ дЪлене на нуль. 

Но и туть можно говорить о законности данныхъ дЪйствй на 
основанти слфдующихъ соображенй. 

1. Въ тБхъ случаяхъ, которыми мы занимаемся, мы получаемъ 
вполнЪ опредБленный результатъ задачи; мы получаемъ опред$лен- 
ную прямую, и эту прямую мы вправЪ назвать касательной. 

П. Для практическаго вычерчиван1я или построен]я, т. е. въ тЪхъ 
случаяхъ, гдБ р$5чь можетъ идти только объ очень ограниченной 
точности, мы легко можемъ хорду между двумя близкими точками 
зам$нить касательной и наоборотъ. 

ПП. Точность мы можемъ сдфлать сколько угодно большой, если 
только взять об5 точки достаточно близко одну отъ другой. 


5 12. Взаимное отношене двухъ споеобовъ введемя въ дифферен- 
цальное исчислене. 

Сравнимъ теперь оба метода, при помощи которыхъ мы пришли 
къ основному понятю дифферентальнаго исчислен1я. Мы въ обоихъ 
случаяхъ, какъ въ $8 5, такъ и въ $ 11, составили сначала частное . 
отъ дфлен1я разности двухъ значений зависимой перем$нной на раз- 
ность соотвЗтственныхъ значен!й независимой перем$нной и зат5мъ 
въ полученномъ результат вторую разность положили равной нулю. 

Оба случая мы можемъ связать вмфест$, если только мы приб$г- 
немъ къ графическому изображеню зависимости между величиной 
$ и временемъ $. 

Конкретно мы можемъ себЪ представить это графическое изобра- 
жен1е получающимся такъ: вообразимъ себЪф что, падающее т$ло снаб- 
жено пишущимъ штифтомъ, а вертикальная плоскость рисунка въ 
продолжене его движен1я движется въ горизонтальномъ направлении въ 
сторону отрицательныхъ # съ равном$рною скоростью; тогда въ пло- 
скости рисунка мы получимъ лин!ю, уравненемъ которой и будетъ слу- 
жить упомянутая въ $ 5 зависимость между разстоян1емъ и временемъ: 


ее ба 
5 29 
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Но это есть уравнен1е параболы. 

Въ механическомъ практиковани параграфа 5 отношене: 
59 — 5, 
Е 9 


дало намъ величину средней скорости паден1я точки въ промежутокъ 
времени оть 1 до $; въ геометрическомъ трактоваши параграфа 
11 это самое отношен1е представляетъ изъ себя тангенсъ угла кото- 
рый с$кущая образуеть съ осью х-совъ. 

Полагая въ первомъ случа разность временъ равной нулю, мы 
получили скорость паден1я точки въ моментъ #. Во второмъ случаЪ 
та же оператля дастъ намъ выражение тангенса угла, который каса- 
тельная въ точкЪ, соотв$тствующей &, образуетъ съ осью 2-совъ. 

Мы можемъ теперь высказать сл$дующее: 

Если мы $ нанесемъ ча оси абсциссъ, а значен1я какой - нибудь 
съ этимъ временемъ связанной перем$нной величины на оси ординатъ, 
въ н$которой прямоугольной координатной системЪ, то изображене 
закона изм$нен!1я этой величины мы получимъ въ вид нЪ®которой 
кривой. Если въ какой-нибудь точк$ этой кривой мы про- 
ведемъ касательную, то тангенсъ угла который образуетъ 
касательная съ осью 1-совъ дастъ намъ мЪ$ру измнен!я 
‘скорости движен1я въ данный моментъ данной перемЪн- 
ной величины. | 

Важно обратить вниман!1е на масштабы нашего графика. Упомяну- 
тый тангенсъ только тогда даетъ намъ истинную величину измфненя 
скорости, если единица времени на оси абециссъ и единица другой вели- 
чины на оси ординатъ представлена отр$зкомъ одинаковой длины. 

Если же масштабъ для ординать взять болфе крупнымъ или 
боле мелкимъ, то кривая булетъ или боле крутая или бол5е по- 
логая; это нужно всегда имЪть въ виду, если мы желаемъ судить 
по чертежу о скорости даннаго движегя. 


$ 18. Задачи и обозначеня дифференщальнаго иечиеленя. 

Въ предыдущихъ 5$ мы очень часто встр$чались съ опредЖлен- 
ными дЪйствями надъ встр$5чавшимися намъ величинами, и эти дЪй- 
отв!я такъ часто будутъ встрЪчаться намъ въ дальнЪфйшемъ, что 
намъ будетъ полезно для этихъ дфйств1й ввести особыя названя и 
обозначен1я, т. е. лучше сказать, воспользоваться т$ми, которыя 
введены въ науку математиками всфхъ странъ. Раньше всего мы 
имфемъ дЪло съ тёмъ случаемъ, когда дв$ величины находятся въ 
такомъь отношени, что изм$нене одной изъ нихъ неминуемо влечеть 
за собой измЪнене другой. Мы тогда говоримъ: об$ перем$нныя 
связаны между собой. 
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Если разсуждать отвлеченно, то мы эту зависимость можемъ за- 
‘дать себ совершенно произвольно и зат$мъ изучать т сл$детаая, 
которыя вытекаюгъ изъ этой зависимости. 

Если же анализъ свести на естественно-научную или геометри- 
ческую точку зрЪнйя, то зависимость между величинами дается намъ 
_нЪкоторымъ закономъ природы или закономъ геометрии. НапримЪръ, 
зависимость между абсциссой и ординатой точки окружности вы- 
текаетъ непосредственно изъ геометрическаго опредфлен1я самой 
окружности. Зависимость между стороной и противоположнымъ угломъ 
треугольника, въ которомъ дв друмя стороны имЪфютъ постоянныя 
значен1я,—дается н$фкоторымъ геометрическимъ закономъ, а именно, 
тригонометрической теоремой синусовъ. 

_ дависимость между разстоян1емъ и временемъ въ случаЪ паденя 
т5ла— физическимъ закономъ паден!я тЪлъ. 

Зависимость между временемъ реакши и количествомъ перерабо- 
таннаго вещества— законами химии. 

Таке законы выражаются уравнен1ями между перем$нными 
величинами. 

Причемъ не сл$дуетъь предр$5шать вопроса о томъ, достаточно-ли 
намъ будетъ при составлени упомянутыхъ уравненй пользоваться 
прост5йшими знаками алгебры (+, —,.,:) или намъ потребуют- 
ся прупе бол$е сложные знаки. 

Въ большинств$ случаевъ весьма цфлесообразнымъ является рЪ- 
шить уравнен1е относительно одной изъ перем$нныхъ, пусть, на- 
прим$ръ, относительно перем$нной у; это значитъ выразить вели- 
чину у черезъ 2. | 

НапримЪръ, уравнен!е окружности 8 10 (5), рёшенное относи- 
тельно 5х, дастъ намъ: 


Го ВИН 
уют — 2 в 


Мы можетъ сказать въ этомъ случаз: туть х перем$нная неза- 
висимая; у— перем$нная зависимая. Или: у есть явная функщя 
ОТЪ 4-са. 

Кютда же уравнен1е не было еще разр5шено, то оно давало намъ 
у, какъ неявную функщю перемЁнной 2. 

Которую изъ перем$нныхъ выбрать за независимую и‘ которую 
за зависимую, это, конечно, въ чисто аналитическихъ изслЪдова- 
НЯхЪ совершенно произвольно; въ приложеняхъ анализа обыкно- 
венно тоже природа задачи не ставить опред$ленныхъ требований 
на этотъ счетъ; на выборъ зависимыхъ и независимыхъ перем$н- 
ныхъ иметь влян!е то, съ какой точки зря мы подходимъ къ 
р$5шен!ию задачи. Поэтому, можеть быть, лучше, вм$сто выраженя: 
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«д есть независимая перемБнная; у зависимая», говорить: «мы раз- 
сматриваемъ въ данномъ случа$ т, какъ независимую перем$нную. 
а у. какъ величину отъ нея зависящую»... 

Въ одномъ только случа есть исключен!е: время можетъ бить 
разсматриваемо только, какъ перемЪнная независимая, ибо измЪне- 
не его мы не можемъ разсматривать подчиненнымъ изм$нен1ямъ 
какой-нибудь другой величины. Но все-таки мы можемъ съ полнымъ 
основанемъ высказать, наприм$ръ, такое положене: «время, потреб- 
ное для того или другого процесса, зависить отъ тёхъ или другихъь 
услов!И»; или, напримЪръ, задать вопросъ: «сколько времени нужно, 
чтобы движущаяся точка достигла опред$леннаго м$ета на своемъ 
пути?» Въ подобныхъ случаяхъь мы и время въ нашихъ математи- 
ческихъ изсл$довавляхъ можемъ разсматривать, какъ функщю другой 
перем$нной величины. 

Очень часто намъ нужно только указать на то, что одна вели- 
чина зависить отъ другой, хотя о самомъ видЪ зависимости мы или 
не хотимъ говорить, или ничего не можемъ сказать. 

Тогда мы пишемъ просто: _ 

У = (2) 
(читается это словами такъь: у-къ есть функщя отъ 2). 

Скобка при х необходима, чтобы иначе }х не принять за произ- 
веден1е этихъ двухъ величинъ. Значокъ / не выражаетъ собою вели- 
чины, а только указываетъ на то, что у есть функшя. Мы имфемъ 
тутъь нЪкоторую аналогю съ символизащей алгебры, когда мы нЪко- 
торую неизв$стную и совершенно неопредленную величину обозна- 
чаемъ одной буквой, ибо этимъ обозначенемъ мы вовсе нашей вели- 
чины не опред$ляемъ. Только тогда, когда одна и та же буква по- 
является въ формулахъ или вычисленяхъ, и когда появлеве этой 
буквы замБняетъ ц$лый перюдъ, вродЪ: ‹мы тутъ ветр$чаемея съ 
тою же величиной, которую имБли раньше>»..., только тутъ мы имфемъ 
возможность оцфнить преимущество кралкаго буквеннаго обозначеня. 
Точно также и туть, когда мы пишемъ 


у = (21), 
то этимъ еще не достигается особеннаго упрощеня; когда же мы 
напишемъ, наприм$ръ, рядомъ два равенства 
р г—=у (7-й), 
то эта запись замБняетъ длинный пер1одъ, врод$ слБдующаго: «г полу- 
чается изъ величины х-- й такъ же, какъ у полученъ изъ величины #>. 


Если въ нзкоторой задач намъ встр$чается нфсколько законовъ 
зависимостей, то мы можемъ различныя зависимости отличать другъь 
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отъ друга индексами при буквЪ /, поставленными снизу; сверху 
значки писать не рекомендуется, ибо верхн1е значки потомъ будуть 
имЪть для насъ спетальное значене. Или же употребляютъ для этой 
ЦФли различныя буквы, им$юппя такъ или иначе нЪкоторое отно- 
шене къ /; наприм$ръ, большая буквы или соотвЪтственныя буквы 
другихъ алфавитовъ и близке къ нимъ; напримЪръ: 
Е, ф, 9 

и т. п. Этими буквами, по возможности, мы уже не будемъ обозна- 
чать величинъ. 

Въ ветр$чавшихся до сихъ поръ изелфдовамяхь намъ приходи- 
лось разсматривать два значен1я независимой перемБнной х и 
х, =х, + р, а также соотвЪтственныя значен1я функши: 


а и =/ (2) и =Р(а) =У а +1 
и зат мъ разсматривать отношение ‘разности у. —/ къ разности 
1. —Я,, Т. е. 
РИА 
ВА 
Это отношен!е принято называть отношен1емъ приращен!й 
(или разностнымъ отношенемъ) для него введенъ особый знакъ: 


И. жека +8 
Ах 

А не есть ‘множитель (такъ что на него отнюдь нельзя сократить 
дробь); А является знакомъ, замБняющимъ слова: «разность цвухъ 
величинъ»; Ах играетъ роль одной буквы. 

ДалЪе, часто, вм5ето длиннаго пер1ода: ‹результатъ, который по- 
лучается изъ выражен1я А, когда въ этомъ выражени, послЪ выпол- 
нен1я всфхъ дЪйствй, одну изъ величинъ, въ него входящихъ, на- 
примфръ й, принимаютъ равной нулю... 

Пишуть просто: 

А =0 


При такомъ обозначен1и то, что получится изъ нашего отношен1я 


1 
м, когда Ах получается равнымъ нулю, представится въ такомъ 


ВИДЪ: 
[79 | 
145 | л2—0 ' 
ВмЪето этого выражен1я пишутъ просто: 
Чу 


1. ‚ (4} 
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При этомъ то, что было сказано относительно буквы, А относится 
и къ буквЪ @; нужно, однако, зам$тить, что мы пока еще не дали 
опредЗленля символовъ 4х и ау, взятыхъ въ отдёльности; мы знаемъ 
пока только смыслъ всего выражаетъ (4). , 

Посл5днее выражен1е лучше читать: «у по 412>, чфМЪ «ау на 4х», 
ибо тутъ собственно не идеть р$чь объ обыкновенномъ дФлении. 

Это отношен!е называется производной у-ка по 2-су. 

Итакъ, для производной мы имфемъ слёдующее опред$ление: 


й (1 
Производной у-ка по 2-су, что обозначается знакомъ >. 


мы назовемъ результатъ, который получается изъ отно- 


шен1я м, когда мы въ этомъ отношен!1и приращение неза- 
висимаго перем$ннаго Ал полагаемъ равнымъ нулю. 

Предполагается, что при этомъ въ результатЪ получается нЪчто 
опред ленное. 

Въ каждомъ отдфльномъ случа мы будемъ убфждаться въ томъ, 
выполнено-ли посл$днее услов1е; подробное изслБдован1е тЪхъ усло- 
ВЙ, которыя для этого необходимы въ общихъ случаяхъ, — есть 
предметь спешальныхъ лекщй для математиковъ спещалистовъ. 

При такихъ, введенныхъ нами, обозначеняхъ мы можемъ теперь 
такъ резюмировать результаты нашихъ прежнихъ изелфдовавй 
(б5и 12): 

Скорость прямолинейнаго движен1я точки равна произ- 
водной пути по времени. 

Если уравнен1е лин1и въ прямоугольныхъ НЕ 

у 


ныхъ координатахъ есть у — 7 (5), то производная -, равна 


тангенсу угла, который касательная въ точк® (5, у) соста- 
вляетъ съ осью 4-совъ. : 

Вм5ето того, чтобы говорить: «составить производную функщи 
у ПО д» говорится просто: «дифференцировать у пб х>. 

Итакъ, задача дифференщальнаго исчислен1я заключается въ 
томъ, чтобы продифференцировать данную функшю. При этомъ въ 
началахъ дифференщальнаго исчисленя, которыя и представляютъь 
предметъ настоящихъ лекшй, мы занимаемся только т$ми функщями, 
которымъ приписываемъ назван1е «элементарныхь» и съ которыми 
мы встрЪфчались уже въ средней школ въ курсахъ алгебры и гео- 
метрли (включая и тригонометр!ю). 

Идея р$шен1я задачъ на дифференцирован1е намъ уже извЪстна: 
мы должны составить отношене приращен!й, преобразовать это отно- 
шен1е и въ преобразованномъ результат положить Ах == 0. 

‚ Чтобы показать, какъ такой процессъ д$лается въ тЪхъ случаяхъ, 
когда функшя имфетъ н$еколько болфе сложный видъ, ч$мъ раньше 
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разобранные нами примВры, возьмемъ функшю: 
у —= У1- 
Тогда отношен1е приращений будетъ: 
Г(е-- №) — Г (4) _ Ут + ей) — Ут 
й Г 


Мы знаемъ изъ элементарнаго курса алгебры, какъ освобождаются 
отъ радикаловъ въ знаменателЪ; тутъ мы освободимея отъ радика- 
ловъ въ числителЪ; для этого только умножимъ и числителя и зна- 
- менателя дроби на сопряженнаго множителя: 


Ут -н (х-нй) И1-+ 27 


отъ чего вся дробь не измфнится. 
Тогда въ числител$ мы получимъ: 


[1 &-—^)?] — (Г-н 42) = 


а наша дробь приметъ видъ: 


(№) —/ (2) _ 2х + Й2 
ъ ® ЗЕЕ 
Сокращая дробь на й, получимъ: 
Гек о 
А — Ит-н (а- В Ут’ 


Полагая д = 0, мы получимъ: 


ау _ д 
а Ут 


Мы справились. такимъ образомъ, съ нашей задачей, правда, не 
безъ н$котораго, хотя и очень простого, искусственнаго према. Но 
уже и изъ этого примфра видно, что для сложныхъ примфровъ нельзя 
рекомендовать этого способа. Мы поэтому выберемъ въ дальнфйшемъ 
ол$дуюпий путь: мы разъ навсегда найдемъ производныя простыхъ 
и часто ветр5чающихся функшй, а эти формулы всегда будемъ 
имЪть при себф готовыми; а зат5мъ мы найдемъ правила, которыя 
намъ позволять дифференцирован1е сложной функши свести на диф- 
ференцирован1е т$хъ простБйшихъ, изъ которыхъ она составлена. 
°  Причемь въ вопрос о большей или меньшей простотБ функшй 
мы будемъ руководствоваться математическими, а не естественно- 
научными точками зр$н1я. Такъ что вопросы о приложен1яхъ нашихъ 
результатовъ мы оставимъ на время въ сторон$ и подчинимся матема- 
тическому требован1ю постепеннаго перехода отъ легкаго къ трудному. 
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Весьма полезно будетъ ввести нфкоторую классификашю при изуче- 
ни различныхъ функшй, что и составитъ предметъ сл5Здующей главы. 


ГЛАВА ЦП. 
Дифференцирован1е ращональныхъ функции. 


3 14. Рашональныя фуккщи. 

Прост5йшими законами, выражающими зависимость между пере- 
мфнными являются т5, которые даютъ возможность вычислить зна- 
чен!е одной перем$нной по значен1ю ‘другой при помощи четырехъ 
основныхъ дЪйствй. Дадимъ такое опред$ленте: 

у называютъ рац!ональной функщей х, если значенте у, 
соотв$5 тствующее любому значен!1ю х, можетъ быть получено 
изъ хи н$которыхъ постоянныхЪъ посредствомъ конечнаго 
числа сложен1й, вычитан1й, умножен1й и дБлен!й; при чемъ 
эти Ддйств1я не зависятъ отъ значения #. 

Добавлен1е «конечное число» необходимо, такъ какъ далЪе намъ 
придется выполнять или по крайней мЪрЪ представлять себЪ выпол- 
ненными безчисленное множество такихъ операцй; но функши, по- 
лучаюпйяся такимъ образомъ, мы уже не называемъ рацональными. 

Постоянныя, упоминаемыя въ опредзлен!и, могуть быть выра- 
жены или опред$ленными числами, или буквами, которымъ слфдуетъь 
приписывать всегда одно и то же значене независимо отъ значения х. 

НапримЪръ, Тат +в, 
(6% -+ 7) (35 —4), 2? (т. е. ххх) 
также, какъ н 

1—2" 
1 -н 242? 
рашлональныя функши х. 

Рацщюональныя функщи въ свою очередь мы разбиваемъ на цфлыя 
и дробныя. А именно, раппональная функшя называется цфлой, если 
для образовавя ея не приходится дЪлить на выраженше, заключаю- 
щее х. Опредфлен1е можно формулировать такъ: 

у называютъ ц%лой рац1ональной функщей х или просто. 
многочленомъ (полиномомъ) относительно 5х, если значен!е 
у, соотв тствующее любому значен1ю х можетъ быть по- 
лучено изъ д и опред$ленныхъ постоянныхъ посредствомъ 
конечнаго числа сложен1й, вычитан1й, умножен1й и д ле- 
н1й, причемъ эти дЪйств1я не зависятъ отъ значения 2. 
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Сл5дуетъ замфтить, что дфлен1е на постоянную есть умножене 
на обратную величину, т. е. на постоянную. Шоэтому мы можемъ. 
и 
| ` Уз 
цёлой ращональной функщей х. Функшю можно назвать цфлой, 
если только самое х не входить въ знаменатель. 
По раскрыти всфхъ скобокъ (выполнени всзхъ перемноженйй, 
указанныхъ скобками) и соединении всЪхъ членовъ, заключающихъь 
одинаковыя степени г, ращональная цфлая функщя х принимаетъ видъ: 


. . 2 
не впадая въ противор$ще съ опред$летемъ, считать, напр., з + 


ау -- ао а +... ата. 


Черезъ а здЪсь обозначены пос®янныя или выраженя, состав- 
ленныя какимъ-нибудь образомъ изъ постоянныхъ, т. е. опять таки 
постоянныя. Степенью или порядкомъ данной пфлой функши 
называется выспий показатель степени при х. Иногда называютъ 
цфлыя функши первой, второй и третьей степени соотвЪтетвенно 
линейной, квадратной и кубической функщей. Ностоянные множи- 
тели при отдзльныхъ степеняхъ х называются коэффицщшентами, 
а членъ, не содержаций х, — абсолютнымъ (евободнымъ) членомъ. 

Нец$лая рашональная функщя, т. е. такая, для образовавя ко- 
торой нужно прим$нить дфлен!я на х или на выражения, содержания 
х, называется дробной. Всякую дробную ращональную функщю 
можно Посредствомъ подходящихъ преобразованй представить въ 
видЪ частнаго двухъ цфлыхъ рацональныхъь функшй; впрочемъ, не 
слфдуеть думать, чтобы такое преобразован1е было всегда необхо- 
димо или даже цБлесообразно. 


$ 15. Дифференцироване степени съ цфлымъ ращональнымъ по- 
казателемъ. 


Вепомогательная теорема алгебры: 
пе —— рт | 


— а"-1 + а-8 + ат +... 4 аб" "Е. . (1) 
а — 6 


Мы уже часто пользовались этой формулой при т=2; можно 
считать ее известной и для т = 3: | 


а — 63 
— — а? -+ ар В’. 





а — 6 
При т = 4 она принимаетъ видъ: 
а 





— = а3 - а?6 -+- аб? -н 63; 
а — 0 


справедливость ея въ этомъ случаБ можеть быть пров$рена такъ 
называемымъ испытанемъ; дйствительно, помноживъ 06% части на 
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знаменатель, получаемъ въ правой части: 
а“ -- @36 + а?6? - аф* — а3з6 — а*6* — аб? — 6*; 


вс$ промежуточные члены сокращаются и остается а“ — 6*, что и 
требовалось доказать. Подобнымъ же образомъ можно Ууб$фдиться въ 
справедливости приведенной формулы для любого цБлаго значен1я т. 

Для дифференцирован1я у = Х (2) = =", составимъ сначала отно- 
шен1е приращений: 


— 2 з 


й (хх №) 
Это отношен1е по нашей теорем$ равно 
(хр (и у-н....- (а-н р) аа, 


Чтобы отсюда получить производную, надо положить й -= 0, чему 
посл произведенныхъ преобразовав!й ничто не мфшаетъ; при этой 
подстановк$ каждый членъ второй части обращается въ 15” {; такихъ 
членовъ всего т, а именно, члены со всевозможными цЪлыми пока- 
зателями при (х + й), начиная съ единицы до (2% — 1) и еще членъ, 
не содержаций (2-1): поэтому, положивь А =0, имЪемъ му слагае- 
мыхъ равныхъ &2”_' и соотвЪтетвенно этому получаемъ первую 
формулу дифференц!альнаго исчислен1я въ вид 


Я рт 
хх 


Эта формула показываетъ, что для дифференцирован1я цЪлой 
степени надо понизить показатель степени на единицу и приписать 
множителемъ самый показатель степени. 

Дадимъ т н$которыя частныя значен1я; такъ, для т =1, полу- 


чаемъ: 





И" еее: ‚ (2) 


ах 
ах _ 


ооо фа в о) 
ДЪйствительно, при т ==1, отношене 
о 
(х-й) —х 
й 


всегда равно единипЪ; оно остается равнымъ единиц® и тогда, когда 
положимъ й = 0. 
При т ==? имЪемт: 
Ф (2? 
4 (1) ее 25. ‹ А Е. - . ` ` ° ` . “ . (4) 
4х 


что согласуется съ результатами, полученными непосредственно въ 
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у5иб 11; при т = 3: 
4 (21°) 2 
ее РН Ра Дер ааа аа ЗОО 





и Т. Д. 
Если возьмемъ у не равнымъ, а только пропоршональнымь нЪ- 
которой пфлой степени х, т. е. 
Па соо ма 10 


ГД а— чостоянная, то напть выводъ остается почти такимъ же. 
СлЪдуетъ взять 


(2 А) =а (№), 


такъ какъ мы условились, что а постоянная, сохраняющая свое зна- 
чен1е при всякихъ значеняхъ х, значить, а не изм$няется при за- 
мМЪНЪ х черезъь х--й. Вынося постоянную за скобку, получаемъ: 


Ау _ с (в й)” — =" 


Ах — й, 
И отсюда посредствомъ такихъ же выкладокъ, какъ и раньше, 
| ы — тах”. 
НапримЪръ, 
у, м = Ве. 


Кривая, уравнен1е которой въ прямоугольныхъ координатахъ 
у —= ах", тд т ц$лое положительное число, называется параболой 
(въ широкомъ смысл$ слова). Если т четное, то характеръ этой 
кривой въ общихъ чертахъ такой же, какъ и Апполоневой параболы; 
она поднимается сначала медленн?е, а зат$мъ быстрЪе, ч5мъ послЪ$д- 
няя и это отличе т$мъ значительнЪе, чБ5мъ больше тж; если т не- 
четное, то для положительныхь х имфемъ тоть же результатъ, а 


часть кривой, соотв5тствующая отрицательнымъ х, лежитъ уже не 
во второй, а въ третьей четверти. 


$ 16. Дифференцироване постоянной. 

Въ нФкоторыхъ частныхъ случаяхъ можеть оказаться, что вели- 
чина у, которую первоначально считаютъ зависящей отъ другой 
величины 5х, независима отъ посл$дней, т. е. она постоянная; это 
мы выражаемъ равенствомъ: 

у —=а 
(Первоначально мы считали понят1я «постоянная» и «перемЁнная» 
за противоположныя; теперь же принимаемъ, что постоянная есть 


частный (очень спешальный) случай перемфнной). Какъ поступать 
съ дифференцированемъ въ этихъ случаяхъ? 
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Для р5шевня этого вопроса лучше веего вернуться. къ соображе- 
вямъ 65 и $ 11. Что значить: «подвижная точка сохраняетъ постоян- 
ное положене»? Это обозначаетъь не что иное, какъ то, что точка 
вообще не перем$щается. Очевидно, что въ этомъ случаё ея ско- 
рость равна нулю. Или еще: «какая лия представлена уравнешемъ 
у = а?» Ясно, что это уравнене лини, вс$ точки которой одина- 
ково удалены отъ оси абсциссъ, т. е. это прямая, проведенная па- 
раллельно оси абециссъ на разстояти а отъ нея. Касательная къ 
прямой есть сама прямая; дЕйствительно, прямыя, образуюциая уголъ, 
о которомъ говорилось въ $ 11, сливаются въ этомъ случа съ дан- 
ной прямой и Поэтому касательная, которая должна дЪлить этоть 
уголъ на двЪ части, совпадаетъь съ самой прямой. Значитъ, касал 
‚ тельная къ нашей Прямой параллельна оси и уголъ между ними ра- 
венъ нулю. На основани этихъ соображей заключаемъ, что про- 
изводная постоянной равна нулю. 

Если мы хотимъ получить этоть результать аналитически, то 
должны положить } (1) = а, } (1 -- й) также равно а, слЪдовательно 
отношен1е приращенйй: 

Я — а 
ем 

Такъ какъ это отнозшен!е остается равнымъ нулю и тогда когда 
 —=0, то и производная равна нулю, что и требовалось доказать. 

Выводы этого и предыдущато параграфа можно объединить въ 
одну формулу. Хотя выражене 41° не иметь смысла, если разема- 
тривать его, какъ степень, т. е. какъ произведен1е равныхъ сомно- 
жителей, но уже въ алгебрЪ оказалось полезнымъ ввести символъ 20 
и принимать его равнымъ единиц, каково бы ни было х. Если мы 
воспользуемся этимъ обозначеемъ, то правило $ 15 въ примнени 
КЪ этому случаю дастъ намъ: 

47 _ 


зе 


— 0. 


2 


т. е. правильный результатъ. Лоэтому н$Ътъь надобности вводить но- 
вую формулу, а просто можно сказать: 

Равенство (2), выведенное въ 5 15 для ц$лаго положи- 
тельнаго показателя, остается справедливымъ и для того 
случая, когда показатель равенъ нулю. 


$ 17. Дифференцироване суммы и разноети. 

Возьмемъ дв каюя либо функщи ф (5) и Ф (<), производныя 
которыхъ намъ уже извЪстны, и пусть / (2) = $ (1) + $ (2); мы мо- 
жемъ получить производную отъ } (5), зная производныя отъ ф (2) 
и $ (2) слБдующимъ образомъ, Составимъ сначала отношен1е при- 
‚4 
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ращевий: 
(2-й) — 1 (4) _ (хх (В —$Ф(7 —ф (1) 
й й 
это можно переписать въ видЪъ: 
ф (2) —3(2), Ф (№ — (5. 
й |) 

Положивъ теперь 1 = 0, получимъ соотв$тетвенно нашему усло- 

вю для каждаго слагаемаго опред$ленный результатъ, а именно 
@Ф (2х) а% (5) 
х ах 

Слздовательно, и въ суммЪ, дБлая й = 0, получаемъ н%что опре- 
дфленное. Поэтому можемь высказать слБдующую теорему: 

Если 0б$ функцщи ф (5) иф (2) имфютъ опред$ленную 
производную, то сумма ихъ им5етъ также опред$ленную 
производную, которая равна сумм$ производныхъ отдЗль- 
ныхъ слагаемыхъ: 











4 (® (2) $ (2)) _ 4 (2), 4} (=) 
хх Ах ах _ 


То же самое выражаютъ короче такъ: сумму можно дифференци- 
ровать почленно. — 
Если введемъ для © (5) и $(1) обозначеня‘ и и ®, то можемъ 
написать: 
а (и) — аи МИ, 


г са Ш 
2 р 4 (1 


Совершенно такимъ же образомъ доказывается, что: 
а (и—%) _ аи 4 


дх — ах а. 


ПримЪняя эти двЪ теоремы нЪсколько разъ подъ-рядъ, мы прихо- 
димъ къ заключению, что вообще совокупность любого числа чле- 
новъ, соединенныхъ знаками + или —, можно дифференцировать 
почленно. 

Доказавъ эти теоремы, мы получаемъ возможность составить про- 
изводную всякой цфлой рац1ональной функц1и х такъ какъ 
такая функшя составлена изъ членовъ вида ах", а въ $ 15 мы уже 
научились дифференцировать такле члены. 


ПримЪръ: 
у —= 82° - 125 -н бх-н 1. 
а | | 
7:8. 32° 12.22 + 6 +0 = 2427 + 242 6=6 (427 + 42-1). 
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3 18. Дифференцироваме произведенля. 
Возьмемъ опять дв$ функщи ф (5) и $ (1), производныя которыхъ 
намъ уже известны, и пусть теперь: 


Х (#) = (2) $ (2). 


Въ такомъ случаЪ: 
Х (1) — (5) =х (1-й) 9 (1—1) —9(1) 1 (2). 
Если прибавимъ ко второй части и вычтемъ изъ нея ф (х-н й) ‹ (х), 
то не изм$нимъ ея величины и поэтому можемъ написать: 


ПЕК 7 ин, 


5 Ф 3 (2) ф (2). 


Положивъ здесь й = 0, получимъ: 


Ч = 9 зы ое) не) 


) 


ИЛИ 
а В а, 
ах ох ах’ 
эту теорему можно формулировать такъ: для дифференцирован1я 
произведен!1я надо взять произведен1е каждаго множителя 
на производную другого и результаты сложить. 

ПримЪняя эту теорему н$еколько разъ, доказываемъ сл5дующую 
боле общую теорему: 

Для дифференцирован1я произведен1я произвольнаго 
числа множителей надо производную каждаго множителя 
помножить на остальные множители и результаты сложить. 

Наприм$ръ, для трехъ множителей имЪемъ: 








лы Зоо а КЕ 

2 ^^ 4 а ^^ ах — | а |’ 

и вообще: | 

а (чи...) 1 ам, 1 ам. 1 ам, | 
д ЗА аа и, Ти, | . 


Если вс множители равны между собою, то получаемъ: 
фи” ди 


а 9—1 


) 


ах; ах 


это частный случай другой болБе общей формулы, которую мы вы- 
ведемъ впослЪдетви. 
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При помощи посл$дней формулы можемъ еще разъ разобрать 
примЪръ, приведенный въ конц 6$ 17: 


у — (8% 1} 
ы — 3 (Ж%ж- 1). 2 =6 (9х-+ 1), у, 


что согласуется съ результатомъ, полученнымъ выше другимъ путемъ. 
Въ качеств примфра прим$нен1я выведенной формулы раземо- 
тримъ еще функшю: 
у = (2—1) (а 1) = 2—1. 


Если возьмемъ выражене 2—1, то непосредственно получаемъ: 


у " Е 
д — 
если же возьмемъ видъ (12° — 1) (13 + 1), то получимъ первоначально: 
о 
2; = — 327 (23 + 1) - 34° (2—1), 


что по раскрыми скобокъ и соединеви подобныхъ членовъ даетъ 
прежн!Й результатъ. 
$ 19. Дифференцироване частнаго. 
Возьмемъ опять 
ва, == (2), 


а ы и 
У» ии Г (2) =), 


Въ такомъ случаЪ: 


Л (#-+ №) —7 (2) _ 1 [Ф (2-1) у (2) 


но пусть теперь: 





Що —=—=ы=—_— - — инненьнининь. ПИР 


й й | (2 р). $(2)|” 
а это выражене по приведенйи къ общему знаменателю обращается въ: 
Ни) 9 А, 
й Ф (2) $ (д) 
Мы воспользуемся такъ же, какъ и въ п предыдущемъ параграфЪ, 


искусственнымъ пр1емомъ, а именно, въ числител$ посл$дней дроби 
прибавимъ и вычтемъ членъ ф (1) ф (<), тогда получимъ: 


ФМ —$ (4) 











ы ф< С и и ф (2) _ | 
ани р — О даетъ:. 
_ 9) 4$ .. а$ (2) 
ах 4 т во“ и $ (2) ах ‘|’ 
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ИЛИ 
а е 
нь Е ан 
4 2 “| о а 


Это равенство можно формулировать такъ: производная дроби 
равняется дроби, числитель которой равенъ разности произведен1я 
знаменателя на производную числителя безъ произведен1я числи- 
теля на производную знаменателя, а знаменатель равенъ квадрату 
знаменателя дифференцируемой дроби. Иногда оказывается болЪе 
удобнымъ выражене, написанное въ формулЪ (1) посл$днимъ. Знаки 


въ этой формул легко запомнить, замф$тивЪ, что при © —=1 должно 


ПОЛУЧИТЬСЯ ТОжЖдДество ов = и 
у д ах ах 


При и = 1 формула (1) даетъ: 


4* 
ая. 4. (2) 
ах 9? 
еще бол$е частный случай: 
1 
ме: > 
И: хи а вх (9) 
ах 22 


$ 20. Линейныя дробныя функщи. 
Изъ дробныхъ функшй проще всего тф, числитель и знаменатель 
которыхъ линейны (цфлыя функщи первой степени); онф им$ютъь 


видъ- ее 


её. 





Ихъ называютъ линейными дробными функц1ями. Раньше 
всего уяснимъ себф измфненя такой функши, начертивъ ея кривую; 
| причемъ дадимъ постояннымъ н%- 
которыя опред$ленныя значения, 
напримЪръ: 

1 а 
1 д. 





= 


Чтобы начертить кривую по ея 
уравнению, мы сначала вычислимъ 
для выясневя приблизительной 
формы кривой значеня у, соотвЪт- 
ствуюпая н%®которымъ значен1ямъ 
х, и нанесемъ найденныя точки на чертежъ, пользуясь нЪкоторой 
координатной системой. Эти значетя 2 не слБдуетъ брать близкими 
другъ къ другу, такъ какъ только послЪ ознакомленя съ характе- 


} 
у 
ы 
! 
' 
} 
' 
| 
1 
| 
1 
1 
+ 
| 
| 
1 
1 
1 
| 
1 
} 
} 
} 
} 
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ромъ кривой можно судить о томъ, въ какихъ областяхъ надо намЪ- 
тить больше точекъ. Вообще при выбор$ частныхъ значен1й х мы 
будемъ руководствоваться величиной коэффишентовъ уравнен1я, на 
примЪръ, въ данномъ случаЪз вычисляемъ и наносимъ на чертежъ 
положене сл5дующихь точекъ: 


ЕЕ 2 4 6 
1 3 5 
у ме 
Цля отрицательныхъ значен1й х находимъ: 
д — — 2 — 4 — 6 
ре ые: 5 


Намфченныхъ точекъ, какъ видно, еще недостаточно, чтобы вы- 
чертить кривую въ промежуткахъ между ними; мы можемъ лучше 
судить о вид$ кривой, если найдемъ производную и по 4. 

Примфняя правило предыдущаго параграфа, получаемъ: 


ау _ 1 “о 8 
и ® ре ИН ы 


Такъ какъ это выражен!е остается отрицательнымъ при воёхъ 
значеняхъ х, то теперь очевидно, что кривая должна опускаться 
по мфр$ возраставя х. На оснований этого замчаюя можно уже 
довольно хорошо указать видъ кривой между точками т = — 6 и 
1 —= —9, такъ же, какъ и между точками х =2 и х==6, по край- 
ней мБр$ въ томъ случаБ, когда дДЪло идетъ о первомъ наброскЪ 
кривой; намъ нЪть надобности вычислять еще какля-либо точки въ 
этихъ областяхъ. Но если кривая должна все время опускаться, то 
какимъ же образомъ она переходитъ отъ точки х=— 2, у=— 3 
вверхъ къ точк$ х=0, у=1? Для этого необходимо, чтобы она 
претери5вала гдф-нибудь разрывъ, и поэтому наше изелЪдоване 
приводить насъ къ вопросу: «всякому ли данному значению х соот- 
вЪтствуетъ опредфленное значеше у? дЪйствительно ли мы можемъ 
выполнить дфйств!я, указанныя для получеюя у, при любомъ зна- 
чени 2?» На это надо замфтить сл5дующее: четыре основныхъ дЪй- 
стая можно примФнить ко всякимъ числамъ; всяюя два числа можно 
сложить, вычесть, перемножить и разд$лить (мы, конечно, считаемъ, 
что дробныя.и отрицательныя числа уже введены); но есть одно и 
только одно исключене: нельзя. дБлить на нуль. СлЪФдовательно, 
каждый разъ, когда для образования функши нужно произвести и 
дфлен!е, мы должны убфдиться, не придется ли при н$которыхъ 
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частныхъ значешяхъ х дзлить на нуль. Согласно этому, въ нашемъ 
примзрз мы должны поставить вопросъ, не обращается ли знамена- 
тель дроби при нкоторыхъ значеняхь д въ КРК: т. е. мы должны 
р$5шить уравнене: 

1 = 0. 

Р$.шене его х = — 1. При этомъ значеши х нельзя выполнить 
ДЪЙстТвиЙ, необходимыхъ для полученя у. Числитель отличенъ отъ 
нуля, а именно равенъ 2; а в$дь нельзя подобрать числа 9, кото- 
рое, будучи помножено на 0, давало бы 32. 

Значитъ, на нашей кривой вообще нЪтъ точки, ыыы на ор- 
динат$, соотв$5тствующей х = — 1. 

Уравнен1е кривой даетъ намъ для х —= — 1 кромВ этого отрица- 
тельнаго результата, однако и н$что положительное. 

Въ самомъ дЪлЪ, дадимъ х значене, очень близкое къ (— 1); 
тотда знаменатель будеть очень малъ, а числитель обратится въ 
число, очень мало отличающееся отъ 2. СлЪдовательно, дробь пр!- 
обрЪтетъ очень большое значен!е и притомъ тЪмъ большее, чЪмъ 
ближе х къ —1. Этотъ результать мы выражаемъ такъ: у дЪ- 
лается безконечно большимъ при х = — Ти соотв$тетвенно 
этому пишемъ: 

ХТ ([— 1) = <. 

Итакъ, послфдняя фраза не имЪетъ какого либо метафизическаго 
смысла, а есть только сокращенное выражене вмфето сл5дующаго: 
если х давать значенля очень близюя къ отъ—1, то у пробрЪтаеть 
очень большия значен!1я; взявъ для х значен1я достаточно близк1я 
къ-—1, получимъ для 9 значения сколь угодно большия. 

Напр., если бы кто либо пожелалъ получить значеше у не меньше 
10, то можно ему сказать: для этого надо только позаботиться о 


1 
томъ, чтобы х-= 1 было по абсолютной величин$ меньше —- 50; а если 


Кто этимъ не удовлетворяется и желаетъ получить у не меньше 1000, 
то и этому требованию можно удовлетворить, для чего только надо 


1 
положить х-- 1 по абсолютной величин$ меньше 5000; ИТ. Д. 


Теперь остается разобрать еще одинъ вопросъ, а именно: мы уже 
знаемъ, что для значешй х близкихь кьъ—1 получаются очень 


большая значеня у, но сл$дуетъ разсмотр$ть, будуть ли эти значе-- 


н1я отрицательными или положительными. Для этого положимъ: 
д — — 1 ь, 
Разум$я подъ в очень малую величину, мы получаемъ: 


Я —Е 





и — 


5 


ЗЕ 
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Здесь числитель положителенъ, знаменатель того же знака, какъ 
=; а слЗдовательно, и дробь иметъ знакъ числа е. Ноложительное 
значен1е = соотвЪтствуетъ точкамъ направо, а отрицательное — точ- 
камъ налЪфво отъ’л = -— 1. Поэтому мы можемъ, разсматривая зна- 
чен1я х очень близмя къ — 1, высказать сл5дующее положение: при. 
значентяхъ х, алгебраически меньшихъ (--1), получаются очень 
большия отрицательныя значен1я у, напротивъ при х большихъ 
(— 1), — очень большая положительныя значения у. То же самое по- 
ложен!е выражаютъ и въ такой формЪ: наша кривая при приближе- 
ни х къ (— 1) удаляется въ безконечность въ сторону отрицатель- 
ныхЪъ у-овЪъ, затБмъ перескакиваетъь КЪ у = сои опять опускается 
внизъ, причемъ перес$каетъ ось у-овъ въ точк$ у = -+ 1. 

Теперь ясно, что для того, чтобы найти видъ кривой въ этой 
области, намъ надо вычислить еще, положимъ, дв$ точки между 
х = —2и хх = — Ти дв точки между х = — Ги х=0. По- 
лезно также знать положене одной или двухъ точекъ между х =0 
и х = 2. Бычисляемъ точки: 


п оба ПАР, № в 
о о 4 4 2 о 

мы — р 
у ——5б —9 г -3 а 0. 


Такъ какъ мы знаемъ, что найденная выше производная всегда, 
отрицательна, т. е. возможность колебан1й взадъ и впередъ, вверхъ 
и внизъ исключена, то, нанеся эти точки на чертежъ, мы можемъ 
достаточно точно для предварительнаго ознакомлен1я вычертить нашу 
кривую въ области между х = — 6бих = 6. 

Невыясненнымъ еще остается вопросъ о томъ, какова форма 
кривой вн$ этой упомянутой области. Такъ какъ невозможно, давая 
х все новыя и новыя значен1я, вычислять соотв$тетвуюпия у, то мы 
поставимъ вопросъ въ такой формЪ: «какой видъ принимаетъ кривая 
для безконечно большихъ значенй 2?» Мы можемъ р$шить этотъ во- 
просъ относительно всякой рашональной функши при помощи слЪ- 
дующаго према: д$злимъ числитель и знаменатель на высшую встр%- 
Чающуюся степень 1; значитъ, въ данномъ случаЪ на х; получаемъ: 


И 

о. К 
И: 
т 


| В а 
Если давать х очень большя значен!я, то = пр1обр$таетъ очень 
малыя значен1я; числитель послфдней дроби будеть близокъ къ 
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(— 1), знаменатель къ -н= 1; сл$довательно, значен1е дроби буцетъ 
мало отличаться отъ (— 1) и притомъ тБмъ меньше, ч$мъ х больше. 
Можно сказать, что у сколь угодно мало отличается отъ ( — 1), при 
всБхъ достаточно большихъ значеняхъ х, какъ положительныхъ, 
такъ и отрицательныхъ. Этотъ и только этотъ смыслъ вкладываютъ 
въ утверждене: при безконечно большихъ 4х, у равно (-— 1), и 
записывають этотъ результать въ такомъ видЪ: 


(= 


Такъ какъ значен1я у, которыя мы получили при крайнихъ зна- 
ченяхъ х (для которыхъ мы еще производили вычислен!я), хотя 
и малы, но все же зам$тно отличаются отъ (— 1), то, пожалуй, вы- 
числимь еще два значеня у съ правой и лЪвой стороны отъ на- 
мЪченныхъ уже точекъ; находимъ: | 


и —— 20 — 10 +10 50 
ЕЕ: 
У — 19 9 т о1* 


Теперь уже найдено достаточно точекъ. Такъ какъ кромЪ поло- 


` (11 
жешя этихъ точекъ мы знаемъ еще, что - отрицательно, то можемъ 


достаточно хорошо судить о положенйи точекъ кривой, лежащихъ на- 
право и нал$во отъ разсмотр$нной области. 

ЕКривая эта называется гиперболой, а обЪ прямыя х = — Ти 
у = — 1, кь которымъ кривая неограниченно приближается, назы- 
ваются ассимптотами. 

Подобнымъ же образомъ можемъ трактовать всякую линейную 
дробную функшю. Геометрически всБ$ эти функши будутъ пред- 
ставлены гиперболами; производная любой функши этого вида со- 
храняетъ свой знакъ, независимо отъ значен1я х, потому что х не 
входитъ въ числитель производной, каковы бы ни были значеня 
коэффищентовъ о, В, 1, 8; дЪйствительно: 


ау _ 1 и 5 Ч (ах — В) ь. @ (1% — 5)] _ 
др — паев |7 и И |= 
_ 96 — В} 


= реа +9 = 


$ 21. Дифференцироване степени съ цфлымъ отрицательнымъ по- 
казателемъ. 

Если придерживаться первоначальнаго опредфления степени, какъ 
произведен1я я равныхъ сомножителей, то выражене х—” при поло- 
жительномъ * не имфетъ смысла, такъ какъ нельзя говорить о (— п) 
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множителяхъ; но уже въ алгебрЪ оказалось полезнымъ символомъ 
` 1 
2—”" обозначать величину =. Можно показать, хотя это и не всегда 


ДЪлается при элементарномъ изложени, что всЪ алгебраическая пра- 
вила, выведенныя для степеней съ цфзлыми положительными пока- 
зателями. справедливы и для степеней съ ц$лыми отрицательными 
показателями. Вопросъ о томъ, относится ли то же самое и къ фор- 
мул5 дифференцировашя, выведенной въ 5 15, не можеть быть рЪ- 
шенъ & р!10г1;: само по себЪ это не очевидно, а выводъ, сдфланный 
нами для положительныхъ показателей, не можеть быть непосред- 
ственно распространенъ на случай дробныхъ показателей. 

Можно однако при помощи теоремы $8 19 показать, что та же са- 
мая формула справедлива и пля пфлаго отрицательнаго показателя; 
а именно: 








1 
их 1 а пд?! п 
{т — 22 7 га 127 => д"! 


Пользуясь приведеннымъ обозначенемъ, можемъ посл$днее вы- 
ражен1е переписать въ видЪ: 


Чл” 


ы а ОР "сд ъфаачоа а 


Эта формула получается изъ формулы 8 15 замфной п на (—п); 
поэтому н$Ътъ надобности вводить новыя правила для дифференци- 
рован1я степени съ цфлымъ отрицательнымъ показателемъ, и мы 
лучше просто скажемъ: И 

Правило дифференцирован!1я степени, выведенное въ 
$ 15, годится и для степеней съ цфлымъ отрицательнымъ 
показателемъ. 

Точно также правило 5 19, относящееся къ дифференцирован1ю 
степени какой-нибудь функши отъ х, оказывается справедливымъ и 
для случая отрицательныхъ показателей. ДЪйствительно: 





4 
4” 1 ам _ д Ди п ани 
х _ и" ди _ и" Цх _ и’! Дл? 


вместо этого можемъ написать: 





ди" _ ит 9 
Е д Е (9) 
НапримЪръ: 
С 1 —= 45 


ати котик ® 


2—2 а) 


Здесь можно сдЪлать замБчан!е, которое оказывается очень по- 


$ 22. ОБРАТНЫЯ ФУНКЩИ И ИХЪ ДЕФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ. 59 


лезнымъ въ практическихъ примфрахъ, такъ какъ даетъ возмож- 
ность избЪжать лишнихъ вычислевй. 
При помощи вышеупомянутаго обозначен1я можно каждую дробь 


4 
› знаменатель который есть степень, переписать въ видф 1%" и 


дифференцировать, какъ произведене. Если дифференцировать это 
выражение, какъ дробь, то получимъ: 


М 











р 3 
0” ни ‚т Чи а 4% 1 й Чи в 4% 
— = — — к м1 — —] и 
Чх 72" | ах 4х| ^ 7-1 |” 4х 4%] > 
дифференцируя же его, какъ произведен1е, имЪмъ: 
Чиу—* с и 
Мм ИН”. 
х х сх 


На данномъ примЪрЪ видно, что при первомъ способ$ въ чиели- 
телБ и знаменател$ появляется лише множитель, на который 
дробь сокращается; при второмъ способ$ сразу получается прост5йпий 
результатъ, и поэтому удобнфе пользоваться посл$днимъ способомъ. 


д—— уееаанннннию + — ^^ — 


ГЛАВА 1. 
Дифференцироване иррацональныхъ функщи. 


3 22. Обратныя функщи и ихъ дифференцироване. 

Уже въ 6 13 мы обратили внимане на то, что большею частью 
не самая сущность вопроса требуетъ разд$леюя перем$нныхъ на 
независимую х и зависимую у; это раздфлете вводится нами только для 
боле удобнаго трактованйя вопроса. Обыкновенно дфло обстоитъ такъ: 
первоначально просто задана н$фкоторая зависимость между перем? н- 
ными, какъ наприм$ръ, зависимость между упрутостью и объемомъ опре- 
ДБленной массы газа при постоянной температур$ въ вид равенства: 


ри — 01$: 


зат$мъ уже мы, ршивъ такое уравнен!е, находимъ выраженте одной 
перем$нной при помощи другой. Но мы можемъ очень часто такъ же 
легко выразить вторую перем5нную черезъ первую; въ данномъ при- 
мЪ$р$5 мы можемъ сказать: чтобы сжать данную массу газа до опре- 
дфленнаго объема, надо произвести давлеше обратно-пропорцюнальное 
требуемому объему; или вм5ето этого: объемъ, который занимаетъ 
данная маеса газа, обратно пропоршмоналенъ давлению, подъ которымъ 
газъ находится. 
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Вышеупомянутое разсужден1е имфетъ обиий характеръ. Если за- 
дана функшя у = (1), то въ очень многихъ случаяхъ можно, рЪ- 
шивъ это уравнен!е, выразить х въ видЪ$ функщи отъ 1: 


= $ (9). 


Функши [и $х называются обратными. 
НапримЪръ, для функшй 


/ 


| 1 
у—=а- а; ид; -;4°; 13; 10 
х 
обратными служатъ сл$дуюпия: 


р 
® — 9 а, ЕЯ = Уч; Иу; 100) 107 ° 
а У 

Теперь мы задаемся такимъ вопросомъ: «какимъ образомъ, 
зная производную нЪкоторой функши, найти производную обратной 
функши?» О возможности такой задачи 
вообще можно заключить на основан!и 
геометрическихъ представлений, приве- 
денныхъ въ $ 11; тамъ мы указали за- 
висимость между производной у по х 
и угломъ наклонен1я касательной къ 


оси х (этотъ уголъ былъ обозначенъ 
1 
черезъ «): -.. есть тангенсъ этого угла. 


} т 
Черт. 18. Совершенно такъ же т 
угла В, образуемаго касательною съ осью у-въ: 


сх 


есть тантгенсъ 


Но уголъ между осями координатъ прямой, такъ что: 


ох —- В — 4 
И Поэтому: 


Вар 


у“ 


ах. _ 1 
а + акк» 
ал 
СлЪдовало бы еше р$шить, всегда ли при этомъ получается дол- 
жный знакъ; но мы оставимъ этотъ вопросъ, потому что выведемъ 
формулу (2) кромБ этого еще аналитически. Съ этой цфлью разсма- 


триваемъ отношен1я приращений: 


лу фи мо. 
д 2—2’ 9—9 
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ОДЪеь т, И 9., такъ же, какъ 5. и у.,—соотвЪтствующия значен1я 
перем5нныхъ; поэтому мы, зная, что эти буквы имфють одно и то 
же значен1е въ обоихъ равенствахъ, можемъ заключить, что 

Ах ] Ау 
ду °‘ № 


Чтобы теперь отъ отношенй приращен1й перейти къ произвол- 
нымъ надо положить въ правой части Ах = 0, авъ лБвой Ау —= 0; мо- 
жетъ показаться, что мы д$лаемъ различныя подстановки въ каждой 
части; но это не такъ; в$дь, при 4х = 0, Ду также обращается въ 
нуль и наоборотъ, по крайней мЪр$ въ тБ5хь функшяхъ, которыми 
мы теперь занимаемся; сл$довательно, безразлично, которую изъ 
этихъ двухъ подстановокъ сдфлать; а выполнивъ ихъ, мы снова по- 
лучаемъ равенство (2), но теперь уже не сомнЪ$ваемся боле въ пра- 
вильности знаковъ. 

Прим$нен1е этой теоремы къ первымъ ‘тремъ функшямъ не даетъь 
новыхъ результатовъ, но мы можемъ пров$рить ея справедливость 
на этихъ трехъ прим$рахъ, пользуясь изв5стными уже правилами: 


ау _ 2 вс 
а > 1 х=Уу— 4, 2"? 


гы до сое ное ОЖ 

р ба а ца 
И реа а та 
— 2 що тб = я 


Напротивъ того, прилагая теорему къ четвертому и пятому при- 
м$рамъ, получимъ новыя формулы; но мы изел$дуемъ этотъ вопросъ 
въ боле общемъ видф. 


$ 93. Дифференцироваюе корня и степени съ любымъ показателемъ. 
Если й 


у = Их, 
то: 
х —У, 
СлЪдовательно: 
ах о —1 
у йе 


и поэтому на основании теоремы $ 22: 
1 


ау _ 





Такимъ образомъ здфсь производная у по х выражена черезъ ч, 
а не черезъ х, какъ во всБхъ вышеразобранныхъ вопросахъ. Соб-. 


62 ГЛАВА Ш. ДифФЕРЕНЦИРОВАНЕ ИРРАЦОНАЛЬНЫХЪ ФУНКЦИЙ. 


ственно, мы можемъ удовлетвориться этимъ р5шешемъ; вЪдь, когда 
намъ нужно найти производную у по х при опредфленномъ значе- 
ни х, то большею частью намъь нужно также знать соотвЪ$тствующее 
значен1е у; поэтому вычислять его все равно придется, а найдя его, 
мы можемъ воспользоваться имъ для вычислен\1я значен1я производ- 
ной. Если, напримЪфръ, хотимъ построить касательную къ кривой въ 
НЪкоторой точк$, то нужно раньше найти самую точку; значитъ, въ 
концф концовъ, намъ безразлично, приходится ли вычислять напра- 
влен1е касательной по ординат или абецисеЪ точки. Точно также, 
если требуется найти скорость въ нЪкоторое время, то естественно 
разыскать положене точки въ этотъ моментъ, поэтому мы не при- 
даемъ существеннаго значен1я тому, выражаютъ ли наши формулы 
скорость въ данный моментъ или скорость въ данной точкЪ. Все же 
мы предпочитаемъ, если это возможно, выражать производную черезъ 
независимую перем$нную. Въ разсматриваемомъ случаБ это можно 
сд$лать: для этого надо только замфнить у въ формулЪ (2) его вы- 
ражен1емъ, взятымъ изъ равенства (1). тогда получаемъ: 


ау х 1 1 


я __ : п В 
„(у=)”- ‚ Иж! 

















НапримЪръ: 











ДалЪе, если дано: 





то, ПОолОЖиИвЪ: 
7% __ 
у— и”, и — Ух, 


мы на основании формулы (3) $ 18, получаемъ: 





Сх 4%’. ах т 
пу ый 
| ау и 
Если подставить въ =. Выражене, полученное для -_ и замЪ нить и 


я 


де = 
черезъ Ух, то можно написать: 





В: 
ау _ ту 1*—\ __ п ' 
кий —ж Иж ы. © С Фо а ‚ (4) 
| пух"! 


Сл$дуеть обратить вниман!е на то, что формула 8 18, которой 
мы воспользовались при этомъ вывод, справедлива и для отрица- 
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тельныхъ показателей т; слЗдовательно, то же самое относится и къ 
только что полученной формул. 


7 (С 


—— 


Уже въ алгебр обозначаютъ Ух” черезь х», хотя послфднее вы- 
ражене по первоначальному опред$лен!ю степени и не имЪетъ смысла. 

Примняя это обозначене, можно переписать формулу (4) такимъ 
образомъ: 


9 - т—п т 
ах п т ® 79 7 
=. д, 


7 п 








Если писать нашу формулу въ такомъ видЪ, то она можетъ быть 
получена изъ формулы (2) $ 15 посредствомъ зам$ны т черезъ 


=; отсюда слфдуетъ, что посл$дняя (формула $ 15) в$рна также и 


для дробныхъ (положительныхъ и отрицательныхъ) показателей. По- 
этому намъ не нужно новой формулы для дифференцировавия корня; 
вместо этого, мы просто можемъ замфтить, что правило дифферен- 
цирован1я степени, приведенное въ $ 15, годится и въ томъ 
случа5, когда показатель степени число дробное. 

Можно еще прибавить: 

И въ томъ случа, когда показатель — дробное отрица- 
тельное число. 

Посл$днее потому, что отрицательное число можно разсматриваль, 
какъ дробь, числитель которой отрицателенъ, а знаменатель поло- 
жителенъ; а нашъ выводъ пригоденъ и для отрицательнаго числителя. 

ПримЪръ: 








хх Чл 
а а 
(у 2 ах о - о 
а 9 > 
| ЗУ х 


Изъ функшй, которыя мы разематривали въ этомъ параграфъ, 
намъ н$тъ надобности геометрически интепретировать т$, которыя 
получаются, если т = 1, потому что это функши обратныя функтщямъ 
у ="; а о геометрическомъ представлен!и посл5днихъ мы уже 


говорили. Чтобы получить кривую у = Их. когда дана кривая у =", 
надо только повернуть систему координатъ на 90° и изм$нитъ поло- 
жительное направлен!е одной изъ осей на отрицательное. Изъ осталь- 


ныхъ кривыхъ мы здесь остановимся только на кривой и = И #2? 
которая носитъ назване полукубической параболы или параболы 
Нейля. Одинаковымъ численнымъ значенямъ сх (отличающимся 
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только знакомъ другъ отъ друга) соотвЪтетвуютъ на этой кривой 
одинаковыя значеная у. Производная имфетъ тБмъ большее значе- 
н1е, чБмъ меньше по абсолютной величинЪ 1; при х = 0 производ- 
‚ ная становится (какъ принято говорить) безконечно большой, т. е. 


Черт. 19. 


ы. 


общая касательная къ двумъ вБтвямъ кривой въ начал$ координатъ 
образуетъ прямой уголъ съ осью 2-овъ. или, что то же самое, совпа- 
даетъ съ осью у-овъ; 060$ вЪтви сходятся въ началЪ координатъ, 
образуя такъ называемую точку возврата. 


$ 24. Дифференцироваме функщи отъ функции. 

’Въ 8 18 мы уже разсматривали тотъ случай, когда у было сте- 
пенью не самого х, а н®которой величины и, которая въ свою оче- 
редь находилась въ какой-нибудь зависимости оть х. Теперь мы 
обобщимъ найденную выше формулу, считая, что у не есть какъ 
разъ степень и, а просто зависить какъ-нибудь отъ и. Сл довательно, 
мы считаемъ, что у есть функщя и, причемъ и есть функшя 5; въ 


этомъ случаЪ мы просто будемъ говорить, что уесть функц1я отъ . 


функц!и х. Разсматривая функщи такого рода, можемъ отношение 


ду 
| Ах 
зам5нить тождественно черезъ: 
Ду Аи 
Ди Ах 
(ибо на Аи можно сократить). 
Если и есть функшя одного изъ видовъ, которыми мы вообще 
здесь занимаемся, то полагая Ах —=0, мы Должны считать, что и Ди 
обращается при этомъ въ нуль. Если у такая функшя оть и, и и 


такая функщя отъ х, которыя можно дифференцировать (имЪютъь 
опред5ленную производную), то оба отношен1я послфдняго выраже- 
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ня обращаются въ соотв$тетвуюция производныя, и мы получаемъ 
формулу для дифференцироваяя функши оть функши въ слфдую- 
щемъ видЪ: 
ду _ Чу аи. 
4х аи ах 
Эта формула, какъ и ранфе полученныя формулы, во-первыхъ, 
показываетъ, что при упомянутыхъ допущен1яхъ получается опре- 
дЪленный результатъ и во-вторыхъ, она даетъь самый результать. 
Если возьмемъ у = и”, то о — 7и”"—', и мы снова получаемъ фор- 
мулу, приведенную уже въ 6 18 (2). 


Прим$ръ: пусть требуется продифференцировать 
и | 
у —= Ии, и=1— 22: 


ау _ 1 т = 
Чи 2 Ин и’ 


тогда положимъ: 


получаемъ: 
— 2%, 


и слЪЗдовательно: 
Чу. — 


ах У1 — 47° 





Изъ этого результата можно вывести изв$стную геометрическую 
теорему: касательная къ окружности перпендикулярна къ радщусу, 
проведенному черезъ точку касатля. 

ПримБняя этотъ методъ н$еколько разъ подъ-рядъ, можно диф- 
ференцировать и боле сложныя функши. Если, напримфръ, пред- 
ложена функщя: 


гогда сл$дуетъ положить: 
у — Ун, и — 1—9 = Уи, в = 1—2, 


получаемъ посл5довательно: 


с _ _ ри 
Чх | 
40 4 ав а 
ах д 4 96. 
мы. бы в. 
| о У №' 
ау _ ау ам _ 7х 


————ы———= —ы=„—ы=ы 





ах аи 4 о Ув Их Ир 7 УТУ И 1—2? 


Г, Буркгардть.--Дифференц. н пнтегр. печислена. 5 
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Такимъ образомъ можно трактовать всякую функцию, которая 
получается изъ х и постоянныхъ посредствомъ конечнаго числа 
сложенй, вычитавй, умножений, дБлевий и извлечеюй корня. Прежде 
эти функши называли обыкновенно алгебраическими функщями, но 
теперь этотъ терминъ употребляется въ боле широкомъ смыелЪ. 


ГЛАВА [\. 
Элементы интегральнаго исчисленя. 


$ 85. Задачи иитегральнаго исчисления. 


Уже въ $ 3 было указано, что интегральное исчислене зани- 
мается задачами, въ которыхъ требуется по частичному дЪйствю 
заключить о дЪйстви ц$лаго. НапримЪръ: найти притяжене т$ла, 
зная законы притяженя отд$льной матерлальной частицы; найти 
разстоян1е, пройденное точкой въ нЪкоторое время, зная скорость ея 
движен1я; найти количество веществъ, получившихся при н%которой 
реакпли за известный промежутокъ времени, зная скорость реакши. 
Задачи этого рода можно на основаюми введенныхъ нами опредЗле- 
ый формулировать такъ: требуется найти функшю по данному для 
ея производной выражен!ю. 

ПростЪйпий случай тотъ, что въ выражене производной входить 
только независимая перем$нная х и совс$мъ не входитъ зависимая 
перемБнная у; только на этомъ случаф мы и остановимся въ этой 
главЪ. | 

На простомъ прим$р$ мы покажемъ, какъ можно приступать къ 
задачамъ такого рода, даже не зная ничего о дифференщальномъ 
исчислени. Пусть точка перем5щается изъ н$котораго положеня 
$ —= 0 со скоростью, которая въ каждый данный моментъ пропор- 
ц1ональна времени, протекшему отъ начала движения, т. е. равна 094. 

Здесь черезъ д обозначена постоянная, причемъ мы можемъ, но 
не должны, считать ее равной ускорению оть силы тяжести (1=980); 
требуется найти, гдф точка находится въ данное время? 

Мы можемъ подойти къ р$шеню этой задачи такимъ образомъ: 
въ течен1е первой секунды скорость точки была не меньше нуля и 

не больше 9; значитъ, пройденный путь 

по меньшей мЪр$ =0 

по большей м$рф = д см. 

Точно также путь, пройденный въ течен!1е второй секунды: 
по меньшей мЪ$р$ = д, по большей мЪрЪ = 29, 
въ течен1е третьей секунды: 
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по меньшей м5р$ = 29, по большей м5р$ 39 ит. д.; вообще путь, 
пройденный въ течене +-0й секунды по меньшей мЪрЪ = (1—1) д, 
по большей м5р$ = 9. Итакъ, путь, пройденный въ первыя # се- 
КУНДЪ 

не менфе (0 +12 +... + $(—1)9 


и не боле (1 +2 +3-+... + дд сы. 


Теперь мы должны рЪшить ариеметическую задачу, а именно, 
найти сумму натуральнаго ряда чиселъ отъ 0 до $. Цля этого скла- 
дываемъ первый членъ суммы съ посл$днимъ, второй съ предпо- 
слБднимъ и Т. Д., тогда мы получимъ: 


То —= ин 1, 
м1 = 1, 
В О р 


: 
Если # число четное, то такихъ паръ окажется какъ разъ 5, и 


вся сумма будетъ равна: 
$ (1) 


р 
1 м 
н|й членъ равный 5, слЪдовательно, сумма въ этомъ случа$ равна: 





если же {— нечетное, то паръ будетъ и еще отд5льный сред- 


— 1 6-1 1 








1—1 1, 


а это выражене опять таки равно: 
(1. 
2 
Итакъ, сумма первыхъ $ чиселъ натуральнаго ряда всегда равна: 


(Е 1) 
я, 2 

независимо отъ того, четное { или нечетное. 

ПримЗняя этоть результать къ нашей задачЪ, мы видимъ, что 
путь, пройденный точкой въ первыя # секундъ, равенъ: 
по меньшей мЪрЪ: 

| Ем о _ 

8 9: 


по большей мЪрЪ: , 


ЕН 9 99 
0 4 ео ТО 
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Отеюда можемъ вывести такое заключение: если мы скажемъ, что 
этотъ путь содержить ровно: 


Е 
р 7ё 
то сд$лаемъ ошибку не больше, чЪ$мъ 5 см. т. е. равную по боль- 


шей мЪр$ 1-ой части значен1я, принятаго нами за длину пути. 

Если полученная точность достаточна для насъ, то вопросъ рЪ- 
шенъ; если мы не удовлетворяемся ею, то имБемъ возможность по- 
лучить большую точность; для этого надо прослБдить движене бо- 
ле подробно, по боле мелкимъ частямъ, такъ сказать, микроско- 
пически. 

Разбирая движен1е черезъ каждую п-ую часть секунды, мы ви- 
димъ, что въ первую 7-ую часть секунды скорость была по мень- 
шей мЪр$Б 0, по большей мЪръ ы см. въ секунду; слЗдовательно, путь, 


пройденный въ первую ”-ую часть секунды, равенъ: 
по меньшей мЪрЪ 0, по большей м$рЪ = см. *). 


Такимъ же образомъ, путь, пройденный во вторую п-ую часть 
секунды, равенъ по меньшей мЪфрЪ . а. ПО большей мёрё 5 29 ом. и 
т. д. наконецъ, путь, пройденный въ (-УЮ по счету я-ую я се- 
кунды равненъ: 

по меньшей мЪфрБ 

9 ши 9 9 
и? ° 2 2 и? 
по большей мЪрЪ 
9 т (т - 1 Г р 
ы 2 = +9. 


Мы видимъ такимъ образомъ, что путь, пройденный въ перыя #{ 
секундъ, отличается отьъ значення (1) вав$рно не болфе, чБмъ на 


$ 
5 а такъ какъ число п можно взять сколь угодно большимъ, то 


аня 


о 
заключаемъ, что путь вообще не можетъ не быть равнымъ -^>-. Если 


бы кто либо вздумалъ утверждать, что пройденный путь отличается 
оть посл$дняго значения на н$которую величину е‚ то мы можемъ 
опровергнуть это утверждение, взявъ и столь большимъ, чтобы было 


(1 
удовлетворено неравенство 5- < в. 


.. . () у . .з 
*) Если бы точка перем$щалась со скоростью ® ‚ то разетоян1е, пройден- 
) 
: 9 
ное въ‘’течен1е одной секунды, было бы равно „см. а слЪдовательно, раз- 
1 
стоян1е пройденное въ п-ую часть секунды, было бы равно 7. == см. 


Примъч. переводчика. 
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Вышеизложеннымьъ способомъ Галилей еще до установки прин- 
циповъ дифференшальнаго исчислен1я трактоваль законы паден1я: 
и уже въ древности Архимедъ вычислилъ площадь, заключенную 
между вЪтвями параболы, способомъ, не отличающимся по существу‘ 
оть вышеуказаннаго. 

‚ Не трудно усмотрЪть, что нужно. чтобы можно было идти тфмъЪ 
же путемъ дальше и рЬшать боле сложныя задачи; для этого мы 
должны, если дана функшя / (7, раньше всего получить формулу 
суммированя, т. е. должны постараться представить въ удобномъ 


видБ сумму: 
Е (®.= Г) И ЕЕ /( | 


/ 


Е (8 
и затБмъ сл$5довать, что дфлаетея съ == когда и неограниченно 


возрастаетъ. Однако уже первая часть задачи представляетъь значи- 
тельныя трудноети; для 7 (1) =, В, # выражене суммы еще до- 
вольно простое, но для степеней съ большимъ показателемъ при # 
оно значительно усложняется, а для другихъ функ задача стано- 
вится еще болфе трудной. 

Но в$дь намъ н?Ътъ надобности идти по этому пути. ДЪйстви- 
тельно, требуется только найти функшю, производная которой по # 
равна 9 а такую функцию мы уже знаемъ изъ дифференщальнаго 
исчислен1я, производная отъ “> равна 9 Посмотримъ: обратимо ли 


это положене и имфемъ ли мы право заключить, что, если произ- 

водная н$которой функши равна 0 то сама функшя равна, непре- 
1 

МЪННо, > 9Р? 


$ 26. Неопредфленноеть задачъ такого рода. Постоянная интегри- 
рованля. 

Очевидно, что такого заключен1я д$лать нельзя. ВДЬ > 0 не 
единственная функшя, производная которой равна 96 ту же самую 
производную имфютъ функши 9 — 1, > 97 — 3 и вообще 5 97 
С, гдз С обознчаетъь постоянную независящую отъ $. Эта постоян- 
ная отпадаеть при дифференцировании (производная постоянной 
равна нулю). Мы можемъ высказать вообще, что задачи инте- 
гральнаго исчислен1я въ томъ вид, какъ он формулированы 
вВЪ $ 25, по самому существу своему неопредфленны; данное 
выражен1е производной не вполнЪ$ опред$ляетъ исходную (первооб- 
разную) функщю. Это легко усмотр$ть также изъ механическихъ и 
геометрическихъ представлений: въ самомъ дЪл5, если намъ извЪстна 
только скорость, съ которой точка движется въ течен1е н3%Ъкотораго 
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промежутка времени, то мы никоимъ образомъ на основан1и только 
этого даннаго не можемъ рфшить, гдЪ находится точка, если намъ 
не дано положенля точки въ начальный *) или вообще въ какой- 
нибудь моментъ времени, точно также, зная направлене касательной 
къ нЪкоторой кривой при любомъ х, мы можемъ найти видъ и форму 
этой кривой, но не можемъ опред$лить ея положеея потому, что 
отъ перем$щен1я ея параллельно оси у-овъ наклонене касательныхъ 
для отдльныхъ значетй х не изм$няется. Итакъ: 

Интегрирован1е данной функц!и не вполн$ опредЗлен- 
ная задача; данная производная опред$ляетъ не одну, а 
сколько угодно функций, отличающихся другъ отъ друга 
только на постоянную величину. 

Эта постоянная, которой никогда не слфдуетъ забывать, носитъ 
назване произвольной постоянной интегрирования. 

На основании соображенй, которыя будутъ приведены далЪе, ин- 
теграль данной функщи Г, т. е. функшю Е, производная которой 
равна /, обозначаютъь знакомъ: 


/ Г (2) ах. 


Значитъ, мы можемъ дать сл$дующее опредЪлен1е «неопредЪлен- 
наго интеграла»: 


Если аЕ | 
И (а), 


то 


. (5) 42 — ЕР (5) - С. 


Когда въ приложенйяхъ анализа встр$чаются задачи интегриро- 
ван1я вродф указанныхъ выше, то всегда существують еще вспо- 
могательныя услов1я, по которымъ является возможность въ каждомъ 
частномъ случа$ опред$лить постоянную; въ задачахъ механики это 
обыкновенно начальныя. услорпя, т. е. условая, которыя опред$ляютъ 
состоян1е системы въ н%который начальный моментъ; въ геометри- 
ческихъ задачахъ можеть быть задано вообще какое-нибудь число, 
зависящее отъ положен1я кривой, или точка, черезъ которую прохо- 
дить кривая съ даннымъ направлен1емъ касательныхъ. 

Эта неопредВленность въ задачахъ интегрированя является основ- 
ной во всемъ нашемъ воспруяти природы. Вс законы природыЬ-— 
законы дифферентальные; они только говорятъ, каково будетъ со- 
стоян1е системы въ слфдуюш!й моментъ, если ея состоян1е въ на- 


*) Начальнымъ называютъ тотъ моментъ, оть котораго ведутъ счетъь 
времени. 
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стояпий моментъ такое то. Если мы хотимъ опредфлить состояне 
въ опредфленное время, то должны знать состояне въ н®фкоторый 
начальный моментъ. законы природы не даютъ намъ этого послЪд- 
няго состояня и не могутъь его дать: дЪйствительно, какъ бы да- 
леко назадъ мы ни отодвигали это начальное состоян1е, мы всегда 
должны считать, что оно обусловлено предшествовавшими состоя- 
нями, а законы природы могутъ только выяснить эту зависимость. 

Однако, вернемся къ нашей математической задачЪ. Исчерпаемъ 
ли мы, дЪйствительно, вс рфшеня, если введемъ эту постоянную 
интегрирован1я? Если мы знаемъ нФкоторую функщю, им$ющую 
заданную производную, то можемъ ли мы прибавленемъ произволь- 
ныхъЪ постоянныхъ получить вс функщи, имБюпая ту же произ- 
водную, или существуютъ еще как1я-нибудь рЪшеня? Скажемъ 
проще: необходимо ли, чтобы разность двухъ функшй была постоян- 
ная для того, чтобы эти функши имЪфли одинаковую производную? 

Если двЪ$ функши РК, и К, имфютъь ту же производную, то про- 
изводная ихъ разности 


Ф (1%) —= №. (2) те у (2) 


по положению (2) $ 17 равна нулю. 

Слфдовательно, предложенный вопрбеъ приводится къ сл$дую- 
щему болЪфе простому: будеть ли функшя, имфющая производную 
равную нулю, обязательно постоянной? 

На основанши соображет]й механическаго и геометрическаго ха- 
рактера можетъ казаться, что на этотъ вопросъ сл$дуетъ отвЪтить 
безусловно утвердительно. Если точка не обладаеть скоростью, то 
она остается въ поко$; такимъ же образомъ линя, направлене ко- 
торой вездЪ параллельно оси х-овъ, есть прямая параллельная оси 
х-овъ. Однако, при болфе внимательномъ изслфдованши можно убф- 
диться, что въ этихъ выводахъ скрыто н$которое невысказанное 
нами предположете, а именно, что не встрЪчается разрывовъ функ- 
щй, что всЪ изм$нен1я функшй, какъ принято выражаться, непре- 
рывны. Если допустить прерывныя измфнен1я функшй, то надо, на- 
примЪръ, считать, что функщя, сохраняющая отъ х = а до х =Ь 
постоянное значене Аи отъ х = 6 до х == с постоянное значение Б, 
иметь производную равную нулю. Можно допустить возможность 
получен1я функшй съ очень большимъ числомъ очень малыхъ пре- 
рывныхъ измВневй, разрывовъ; къ такимъ функшямъ вышеприве- 
денныя заключен1я неприм$нимы. Но мы. не будемъ заниматься раз- 
смотр$немъ такихъ функшй, не будемъ также д$лать попытокъ дать 
аналитическое опред$лен1е непрерывности, о которой зд$еь идетъ 
р$чь. Непрерывность мы просто будемъ считать геометрическимъ 


ИЗ] 
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свойствомъ, которое не нуждается въ дальнфйшемъ опредЗленш и 
соотв$тетвенно этому безъ подробнаго доказательства выскажемъ та- 
кую теорему: 

Непрерывная функц1я, производная которой вездЪ равна 
нулю, есть постоянная. 

Цля вс$хъ важнфйшихъ приложен!й анализа достаточно приве- 
денныхъ соображетй: боле подробныя изел$дованя должны быть 
развиты въ лекшяхъ и учебникахъ для спешалистовъ математиковъ. 

Если допущена справедливость послфдней теоремы, то на осно- 
ван1и вышеизложеннаго получаемъ еще сл5дующую теорему: 

Въ непрерывной функции, производная которой дана, 
неопред$ленной является только постоянная. 

Или: 

Дв$ непрерывныя функц1и, производныя которыхъ все 
время равны, отличаются другъ отъ друга только на по- 
стоянную. 

Замфтимъ, что эти соображеня не  ршають вопроса о томъ, 
всегда ли существуеть функщя, для которой данная функшя 
является производной. 


$3 27. Формулы приведеюя. 

На основани заключевнй 6$ 26 можно изъ каждой формулы диф- 
ференцщальнаго исчислен1я получить соотвЪтетвующую формулу инте- 
гральнаго исчислен1я; напр., изъ теоремы $ 17 о почленномъ диф- 
ференцировани суммы и разности заключаемъ, что сумму или раз- 
ность можно интегрировать почленно: другими словами: 


[< -+5@)) 4х — [| Ф (2) 4 + [|+ (2) 4х 


Ди) 42 = | иаг- Гоа вам 


Справедливость этой формулы доказывается дифференцирова- 
н1емъ обфихъ частей; производная лБвой части равна и, Потому 


ИЛИ 


что согласно опред$лен!ю 7 (и-н 5) ах есть одна изъ функшй, про- 


изводная которыхъ равна и-+. Правая часть представляетъ собой 
сумму; ея производная равна сумм производныхьъ обоихъ слагае- 
мыхъ, т. е. равна и-+ о. Слфдовательно, об части равенства, (1) 
имфють одинаковыя производныя и могутъ различаться только на 
постоянную; но мы всегда считаемъ, что неопредфленная постоян- 
ная подразумЪваетея въ самомъ знакЪ интеграла и поэтому ея не 
нужно отдфльно приписывать, если въ обфихь частяхъ есть знакъ 
интеграла. 
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На основами совершенно аналогичныхь разсужден!й заклю- 


чаемъ. что 
' шага | иаз,. бе аа о 


т. е. постоянный множитель можетъ быть вынесенъ за знакъ 
интеграла. 

Изъ правила дифференцировавя произведен1я получаемъ при 
помощи интегрирования: 


@ (1%) 4 Чи 
р а де = [мазать ва 
(и Чи | 
Дени — [оды = А - 


Правда, эта формула не приводитъ интегрированная произведен1я 
къ интегрированю отд$льныхъ множителей, но она даетъ правило 
для замфны даннаго интеграла другимъ, или вЪрнфе двумя интегра- 
лами, которые, можетъ быть, изв$етны намъ или проще, ч$мъ дан- 
ные, а можетъ быть, и нЪтЪъ. Этотъ способъ называютъ неудачно 
выбраннымъ, по общераспространеннымъ терминомъ интегрирова- 
н1я По частямъ. 

Правило дифференцирован1я функши отъ функшши даетъ слЪ- 
дующую формулу интегральнаго исчислен1я, носящей назван!е фор- 
мулы подстановки: | 





ИЛИ 


[ло = [ле а кк 


Пля доказательства беремъ производныя обфихъ частей по т: 
производная правой части равна: 


(2 
производная лфвой части по 2 равна: 


Х (2), 

значитъ, производная ея по х равна: 
__ 42 

т, 
и совпадаеть съ производной правой части. Отеюда сл$дуетъ, что 
0бЪ части могутъ отличаться другъ отъ друга только на постоянную, 
которой нЪтъ надобности выписывать, такъ какъ она попразум$- 
вается въ знак интеграла. И это правило приводитъ интегрирова- 
н1е одной функши къ интегрированию другой, но вопросъ о томъ. 
который изъ интеграловъ проще, остается открытымъ. 
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$ 88. Интегрирован1е цзлыхъ рацюнальныхъ функц. 
Изъ равенства (2) $ 15 посредетвомъ интегрировамя получаемъ: 


5 
/ вх ах — м-н С, 


вместо чего, вынеся п за знакъ интеграла и раздЪливъ на него объ 
части, можемъ написать: 


р" 
[== Цх — — -+ С, 
п 


С 
(Совершенно безразлично напишемъ ли, мы здЪсь = или просто С. 


потому что п-я часть произвольной величины сама произвольна). 
Замфняя п черезъь и 1, получаемъ формулу въ томъ видЪ, въ ка- 
комъ ею обыкновенно пользуются: 


® д”-Н1 
мах — ЕС. 
1 


Эта формула такъ же, какъ и формула дифференщальнаго исчи- 
сленя, изъ которой она получена, имфетъ м$Ъето для,всякихъ положи- 
тельныхъ и отрицательныхъ, цфлыхъ и дробныхъ показателей п 
съ однимъ исключенемъ: при ‘вывод$ ея мы дфлимъ на п и зат$мъ 
замБняемъ и черезъь п 1, значить нашъ выводъ непримЪнимъ, 
когда и-+ 1 =0, т. е. когда п = — 1. Съ помощью этой формулы 
и формулы (1) $ 27 можно проинтегрировать всякую пфлую рацюо- 
нальную функшю х; напримЪръ: 





4 
[ее 49 = г а #- С. 


$ 29. Опред$ленный интегралъ и геометрическое значене его. _ 
Если К (1) одна изъ тфхь функшй, производныя которыхъ 
равны Г (5), то подъ опред$леннымъ интеграломъ: 


ях 


$ У (2) ах 


1 


Е (2.) — Е (х;,). 


При этомъ совершенно безразлично, которую изъ функшй, имЪю- 
щихъ одинаковыя производныя, взять за Е (1), потому что постоян- 
ная, на которую онф отличаются другъ отъ друга, при вычитания 
пропадаетъ. НапримЪръ: 

2 
/ (423 + 947 -н- 5) ах = [2% 3 5% С] = 
и 


— (16 + 24 + 10-+ 0) — 1 35- (С) =50—9=41. 


мы разум$емъ разность 
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Если въ интегрируемой функщи н%ть другихъ буквъ кромф х, 
а входятъ только еще численные коэффищшенты, то опред$ленный 
интегралъ равенъ нЪкоторому совершенно опред$ленному числу. По- 
ложимъ, что мы разсматриваемъ уравнене: 


у = 1 (1), 


какъ уравнен1е нЪкоторой кривой, отнесенной къ прямоугольнымъ 
координатамъ; сначала мы разберемъ тотъ случай, когда у для вс$хъ 
разсматриваемыхъ нами значенй х остается положительнымъ. Мы 
постараемся вычислить площадь, ограниченную осью 25-овъ, началь- 
ной ординатой, соотв5тствующей 5 = а, кривой и конечной ордина- 
той, соотв$тетвующей произвольному 2; при этомъ мы оставимъ не- 
изм$нными кривую, ось х-овъ и начальную  ординату; въ такомъ 
случа$ величина площади зависитъ отъ %, 
она есть функшя х; мы обозначимъ ее че- 
резъ Ф (2). Если дадимъ х малое прираще- 
н1е, то площадь тоже увеличится на малую 
величину, которую по аналоги съ прежними 
обозначенями можно назвать черезъ ДФ (2). 
Примемъ. за геометрически очевидное, что изъ 
двухъ площадей, изъ которыхъ одна црликомъ 
заключена въ другой, охватывающая болЪе Черт. 90. 
охватываемой. Обозначимъь въ промежутеБ 

отъ х до х - Ах наибольшую ординату черезъ М, а наименьшую 
черезъ т и замЪтимъ, что площадь АФ (1) больше площади прямо- 
_ угольника съ основан1емъ Ах и высотою т, но меньше площади пря- 
моугольника съ т$мъ же основанемъ и высотою М, слЪдовательно: 





«> 3 > = > «> Се- 


=--.-.-ъ---- 






тАх < АФ (<) < МАх, или т< Е < И. 


Если будемъ дЪлать Ах все меньше и меньше, то т и М будутъ 
все ближе подходить къ тому значеню, которое у принимаетъ при 
аргументЪ равномъ 5; такимъ образомъ: 


4$ (2) _ |, 
= = (2), 


т.е. Ф (1) есть одна изъ тёхъ функшй, производная которыхъ 


равна, Х (2). 
. Если Е (<) одна изъ такихъ функшй, то 


Ф (%) = Е (<) -- С, 


гд$ С—постоянная. Пля того, чтобы найти эту постоянную, надо 


76 ГлАВА |]. ЭлЕМЕНТЫ ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. 


воспользоваться непринятымъ еще во вниман1е условлемъ, что иско- 
мая площадь ограничена слЗва ординатой х — а. 

Изъ этого условя слдуетъ, что площадь обращается въ нуль 
при х —а, т. е. должно быть: 


0 — Е (@) + С. 


Если взять значен1е постоянной, полученной изъ этого равенства, 
то выражен1е площади получается въ такомъ видЪ;: 


Ф (2) =Е (1) — Е (а) = Ух (2) ах. 


$ 30. Приближенное вычиелене площади. 

Когда намъ удается найти функщю Е (5), то посл$дняя формула 
предыдущаго параграфа даетъ возможность вычислить площадь, ко- 
торую мы разсматривали тамъ. Съ другой стороны на основани по- 
слфднихъ соображен1й можно указать методъ, даюпий возможность 
найти, по крайней м$рЪ, приближенное численное значене опредЪ- 
леннаго интеграла и въ томъ случа, когда выражене функши Г (5) 
нельзя найти элементарными пр1емами или когда это намъ не удается, 
или когда полученное выражене слишкомъ сложно. Цля простоты 
разсмотримъ сначала функшю, возрастающую отъ х =а до х=фи 
введемъ произвольное число промежуточныхъ точекъ 1,1....х,; оено- 
вываясь на предыдущей геометрической акс1омЪ$, получимъ съ одной 
стороны: 


г) ал < (= — а) Р(х,) (в. -—ш) Ро 


Е? (2—1 — 1—2) Г (2=—1) = (6 — 1) Г (5), о (1) 
съ другой стороны: 


те ат > (л —а) (а) - (1. —#)[(щ)-... 


= (Пит РР Хи) Г (ли, _2) = (6 к - 2—1) Г (5-1) ее 9 (2) 


Если точки на оси х-овъ выбраны достаточно близко другь къ 
другу, то эти послЪде1я величины, между которыми заключенъ инте- 
гралъ, будутъ мало отличаться другъ отъ друга; поэтому мы имфемъ 
право каждую изъ этихъ величинъ считать за приближенное значе- 
н1е интеграла. 

Проще всего, хотя это не всегда самое ц$лесообразное, взять 
точки на равныхъ разстояняхъ другъ оть друга и отъ крайнихъь 
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точекъ, тогда разность каждыхъ двухъ рядомъ стоящихъ л равна 
1-ой Части всей разности Ва. 
Вышеприведенныя формулы обращаются въ селфдуюппя: 


ь 
| реа 
] [аа = -— НУ... Нда -у! ... (3) 


б 
И 6—а 
рае ти вечен = № 


а 


Во многихъ случаяхъ можно получить достаточно близкое при- 
ближенное значен1е, если взять вм$сто послфднихъ выражеюй ихъ 
арибметическое среднее, т. е.: 


|2 


(Въ приближенныхъ равенствахъ, какъ здЪсь, такъ и дальше, мы 
будемъ пользоваться знакомъ сэ). Сумма, написанная во второй части, 
имБетъ простое геометрическое значене: она представляетъ собой 
сумму площадей трапеций. которыя получатся, если соединить пря- 
мыми концы ординатъ выбранныхъ точекъ. Эта сумма меньше или 
больше искомой площади, смотря по тому, повернута ли выпуклость 
кривой вверхъ или внизъ. 

Если У (2) по мЪрЪ возрастатя х убываетъ, то ‘можно вывести 
аналогичныя сл$детв1я, надо только обм5нить слова «меньше» и 
«больше» вездЪ, кром$ посл$дней фразы. 

Если }(х) возрастаеть оть х=а до н$котораго 1, а зат$мъ 
снова убываетъ, то можно разбить искомую площадь на двЪ части 
и прим5нить къ каждой изъ нихъ формулу (5); такимъ образомъ 
получается: 


Ь 
6— а [1 1 ь 
‚[ ге ах со —— р-на, т 9 ии, (5) 


р 
6—а [1 : 
‚| ге ах со —— НУ, +... +5 Укр 





р —а [1 1. | 
У ЗЕЕ ау Ц 9,1, 
у |2 _ 
а это не что иное какъ: 
б—а |1 1 | 
а |2 КТ Ил 


т. е. формула (5) примнима и въ данномъ случаф. Такимъ же обра- 
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зомъ поступаемъ, если } (1) нЪеколько разъ переходить оть возра- 
стан1я къ убываню или наоборотъ; очевидно, что когда этотъ пере- 
ходъ происходитъ между двумя выбранными точками, то примфнене 
‹формулы трапец1й» (5) въ этомъ промежуткЪ даетъ большую 
погр5шность, ч5мъ въ томъ случаЪ, когда функция въ данномъ про- 
межутк$ только возрастаетъ или только убываетъ; однако, если вы- 
брать промежутки достаточно малыми, то погршноесть, происходя- 
шая вслфдетв1е послЪфдняго обстоятельства, будеть въ конечномъ 
результатЪ незначительна. | 

Если отбросимъ эти случаи и ограничимся т$ми случаями, когда 
функшя только возрастаеть или только убываетъ въ каждомъ изъ 
промежутковъ, то мы будемъ въ состояни указать, какимъ нужно 
взять и, чтобы быть увЪфреннымъ, что погрЪшность не превзойдетъ 
НЪкоторой напередъ заданной величины: Разность выражевй (3) 
и (4), которыя можно назвать формулами прямоугольниковъ, равна: 


о 
п 





(у, — %)- 


Одно изъ посл5днихъ выраженйй даетъ, навЪрное. слишкомъ боль- 
шой результатъ, другое, навфрное, слишкомъ малый. ПогрЪшность. 
получающаяся при вычислении по формулЪ трапешй (5), въ худшемъ 
случа равна половин$Ъ этой разности. Въ большинствЪ же случаевъ, 
когда кривая не очень искривлена, ошибка значительно меньше, въ 
чемъ можно непосредственно уб$диться при первомъ взглядЪ на ка- 
кой-нибудь чертежъ. 

Положимъ, требуется вычислить съ точностью до двухъ деся- 
тичныхъ знаковъ интегралъ 

2 
ах 


) 
Ч 


1 


котораго мы не можемъ выразить по способамъ, указаннымъ выше. 
ЭДЪСЬ: 


== 1, ж—- 2, Г (6) —— 0,5 Л (а) =— 1, 


поэтому, если взять (п -- 1) ординатъ, то погр$5шность будетъ не 
больше | 


1 1 
—(Е— 0.5) = —. 
7 5) 2 
Чтобы быть увфреннымъ, что эта погршноеть меньше 0,005, 
надо взять п — 100; но, въ дЪйствительности, можно обойтись несра- 
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вненно меньшимъ значенемъ и, напримЪръ, п = 10; тогда получимъ: 


У — 1 

у, ==.0,909 

1/. — 0.833 

у. —= 0,769 

1/4 — 0,114 

1/5 —= 0,667 

У = 0,625 

у; = 0,588 

/, — 0,555 

/„ —= 0,526 

Уло == _9,5_ 
6.186 1,5 

—+ 0,15 

6.936 


Это вычислен!е даетъ 0,6936, между тЪмъ какъ болЪе точное 
вычислен1е, выполненное по другому боле удобному методу, кото- 
рый мы далЪфе укажемъ, даетъ 0,69315. значитъ, дЪйствительно. 
погр;5шность нашего вычислен1я меньше одной единицы, стоящей 
на третьемъ м$фетЪ посл запятой. 


ГЛАВА \ 


Логариомъ и показательная функщя. Интегрироване 
рац!ональныхъ дробныхъ функц. 


$ 31. Опред$леюе и свойства натуральнаго логариема. 
Совершенно такъ же, какъ въ предыдущемъ примЪрЪ, для част- 
`наго значен1я х = 8, мы можемъ вычислить величину опредфлен- 


наго интеграла 
Ве" . 
И 


1 
для любого значеня х. 


Мы можемъ этоть интегралъ разсматривать, какъ нЪкоторую 
функшю отъ х. Такъь какъ эта функшя намъ будетъ часто встрЪ- 
чаться и такь какъ ее невозможно выразить при помощи уже ране 
введенныхъ знаковъ (чего мы тутъ, впрочемъ, доказать не можемъ), 
то полезно будетъ для этой функши дать особое назваюе и обозна- 


ле 


80 ГлаАвВА \. ДогаАРИОМЪ И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ. 


чен!е. Назовемъ ее «‹натуральнымъ логариемомъ» и для обозна, 
чен1я ея введемъ знакъ 09 (или еще: [09 па, или: т, или просто: |. 

Называя эту функшю такъ, мы н$еколько забЪгаемъ впередъ- 
Ибо только въ дальнзйшемъ будетъ видна связь этой функши съ 
установленнымъ въ элементарной алгебр поняпемъ: «09 отъ х 
при данномъ основан!и а. 

Если мы дали опредфлеше н$которой функши, то естественнымъ 
является вопросъ о ея свойствахъ. Изъ самаго опред$левя нату- 
ральнаго логариема, какъ опред$леннаго интеграла, сразу вытекаютъ 
сл5дуюция его свойства: 

1. Это есть опредБленная функшя для каждаго положительнаго 
значен1я х. 

(Что касается до отрицательныхъ значевй х, то введене ихъ 
требуетъ боле подробныхъ развитмй. Ибо на границ между поло- 
жительными и отрицательными значевями х находится значене 
х — 0, для котораго. подинтегральная функщшя становится безко- 
нечно большой. Въ этомъ м$стБ теряется поняте о площади. Такъ 
что въ этихъ лекщяхъ мы не будемъ вдаваться въ вопросъ о томъ, 
что нужно понимать подъ логариемомъ числа отрицательнаго). 

П. Эта функшя положительна при д > 1 

равна нулю при х—=1 
отрицательна при х < 1. 

1. Съ возрастанемь х эта функшя растетъ, ибо производная 
этой функши для всБхъ разсматриваемыхъ нами, т. е. положитель- 
ныхъ, значемй лх— положительна. Однако, мы не можемъ безъ 
дальнфйшихъ разсужденй р$фшить вопроса о томъ, возрастаетъ ли 
эта функшя при этомъ безпред$льно или стремится къ н5$Ъкоторому 
опред$ленному пред$лу. 

Очень важно бываетъ при ознакомленйи съ природой н$котораго 
еще неизвЖстнаго закона зависимости найти н$которую функцо- 
нальную зависимость, которая удовлетворяетъ закону; другими сло- 
вами, найти зависимость между значенями функщи для различныхъ 
значен1й независимаго перем$ннаго, справедливую тогда, когда между 
самими значен1ями независимаго перем$ннаго существуетъ одна или 
Н$сколько зависимостей. 

Такую зависимость мы можемъ найти и тутъ сл5дующимъ образомъ: 

Введемъ въ нашъ интеграль новую перем$нную интегрирован!я 
", при помощи подстановки , 


И Ч она (9) 


ГДЪ 2 обозначаеть н%$которую постоянную, но произвольную поло- 
жительную величину. 
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Примфнимъ тутъ формулу (4) $ 27. 
При этомъ нужно соотвфтественно измфнить и пред$лы интегри- 


> 


рованая. Значеню & = 1 соотвЪтетвуетъ м = 2. 


> 


Значеню & —= 4 соотвфтствуетъ значене т = 22. 
Мы получимъ тогда: 


х ДЕ = | 5 
|] ТЕ ны 7 
а Ре п 
1 3 1 ] 


Другими словами 





[00 хз — 09 098. ....... (3) 


Это равенство справедливо для любыхъ положительныхъ значе- 
чей ди 2. 

Эта формула выражаетъ собою такъ называемую теорему сло- 
жен1я логариемическихъ функшй, ибо она позволяетъ намъ сумму 
двухъ логариеомовъ выразить помощью одного логариема. 

Эта формула сейчасъ нами выведена въ предположен!и, что подъ 
2 разумБется величина, не зависящая отъ х. 

Такъ какъ, однако, эта формула справедлива для каждаго по- 
ложительнаго значевня 2, то это 2 мы можемъ разсматривать и какъ 
величину перем$нную, а зат$мъ даже можемъ положить ее равной 
х, но тогда: | 

ОО: ЕО д оао а 


2 


Полагая далЪе въ формулЪ (3) = = х°, мы получимъ сначала: 


[00 23 — [09 2 Юд ах, 


а примБняя формулу (4), 
100 чека 00%... .. ин. (6) 


Продолжая такимъ образомъ далЪе, мы можемъ нолучить для н*- 
котораго цфлаго, положительнаго числа з формулу: 


[ОЕ 100 раза + ь (6) 


И справедливость этой формулы для всякаго цфлаго положитель- 
наго я мы можемъ установить общеизвстнымъ переходомъ отъ п 
къ (и -+ 1). =": 

Если мы въ полученной формулЪ вместо х положимъ Ух, то мы 
будемъ имЪть: = 


в __ 
[09 х = п 09 У4, 


ИЛИ: 


о оон 


4 
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а связывая вмЪфстЪ формулы (6) и (7), мы для каждой раональной 
дроби = получимъ формулу: 
7" 
пр-т, (8) 
что формулируется такъ: Формула (6) справедлива не только 
для каждаго ц$лаго, но также и для пробнаго положитель- 
наго рац1ональнаго числа 1. 

Справедливость ‘этой формулы для иррашональныхъ значенйй п 
мы могли бы установить, исходя изъ того соображеня, что каждое 
иррацональное число путемъ приближен1я можеть быть замБнено 
числомъ рацюнальнымъ, и что весьма малому измфненю х соот- 
вЪтствуетъ весьма малое измЪфнен1е [09 5х. Однако, это заключене 
должно быть боле подробно развито въ руководствахъ для матема- 
тиковъ-спещалистовъ. 

Справедливость формулы (6) для отрицательныхъ значенй пока- 
зателя утверждается самымъ простымъ образомъ, если въ исходной 


формулЪ (3) положить 2 = = Тогда мы получимъ: 
[09% - 109 1 — [09 1. 
х 


Но правая часть равенства равна нулю, что вытекаетъь изъ са- 
маго опред$лен1я логариеома, какъ опредБленнаго интеграла. 

значить: | 
09 (х—') = — 109%. 
и значитъ вообще 
09 (1—”") = —прдх ........ . (9) 

Значитъ: Уравнен!е (6) справедливо и для отрицатель- 
ныхъ показателей. 

Съ помощью этихъ формулъ мы въ состоями вычислить нату- 
ральные логариеомы всякихъ положительныхъ чиселъ, если намъ 
изв5стенъ натуральный логариомъ оцного какого-нибудь положи- 
тельнаго числа 2. Для этого нужно только опред$лить такое число 
п, чтобы имфло мЪсто равенство: 


аа это не представляетъь трудности, если мы имЪфемъ подъ рукою 
такъ называемыя Бригговы (съ основавемъ 10) или обыкновенныя 
логариемическая таблицы, ибо, ‚если имфетъ м$ето ур-ше (10), то на 
основани элементарнаго способа р$5шен1я логариемическихъ уравне- 
ый, должно имфть мЪФето равенство: 


я '109 67299 = = 109 61194 х, 
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откуда: ла [09 07190 х (1) 
— 109671992 ож 
Но тогда изъ формулы (6) 
о" а сама 


[00 07100 2 аа [09 07199 2 


Т. е. мы получаемъ натуральный логариеомъ н$котораго положи- 
тельнаго числа х, умножая табличный логариемъ этого числа (109. 
найденный въ Бригговыхъ 
таблицахъ) на нЪкотораго ` хрен" 
разъ навсегда опред$лен- 
наго и отъ 2-са незави- 
сящаго множителя. Мы мо- 
жемъ найти этотъ множи- 
тель, если мы нашли ка- 
кимъ-нибудь образомъ на- 
туральный логариемъ ка- 
кого-нибудь числа. 

Если мы воспользуемся 
приведеннымъ въ $30 вы- 
числен1емъ натуральнаго логариема числа 2, то мы получимъ для выше- 





Черт. 21. 


. 7.4 7-4 й 1 
упомянутаго множителя, который обыкновенно обозначается —, зна- 
чен1е 





1 _ 0,694 _ | 
М 0,301 — Руие 
М = 0,434... ....... . (3) 


Если мы захотимъ вычислить его значен!е болЪе точно, то намъ 
нужно будетъ боле точно вычислить значене [09 9, нанося на гра- 
фик большее число дБлевйй. | 

Результаты всего вышесказаннаго соберемъ въ сл5дуюпля формулы: 


[09 пай = [= — 9,303... 09 67199 5х 
1 


] т — [09 пах - С, 


4 109 т х _ 1. 
Чт И, 
Въ силу этихъ формулъ и общихь теоремъ 58 17, 18, 19, 24 мы 
теперь въ состояви продифференцировать любую функцию, ‘которая 
6* 
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составлена изъ алгебраическихъ, логариемическихъ и показатель- 
ныхъ функшй. 
Пусть, напримфръ, требуется продифференцировать функшю: 


у — 109 (+ Из? = т 


‘ 
\ 


Положимъ 


у — 0982 =х-и иц=У бы 


И найдемъ теперь послЪдовательно: 





с 

Е == 20 

дн Чи 4 1 д 

и ре 

сх 4 ах о у 1 и д? +. 1 

2 : Чи ] х дут -|1 
= мм 
Ох хх Уз - 1 И? = 1 





42 а42`4т 2’ Их’ - 1 И? = 1 


а значитъ и обратно: 


] т ау ные 


результатъ, которымъ мы воспользуемся въ 8 75. 


3 32. Опредёлене и свойства натуральной показательной функции. 

Результаты предыдущаго 8 естественнымъ образомъ выдвигаютъ 
вопросъ, нельзя-ли натуральный логариемъ числа разсматривать, 
какъ его логариемъ. при н$которомъ основанли въ установленномъ 
ВЪ элементарной алгебрЪ смысл$ этого поняття. 

На этотъ вопросъ можно отв$тить утвердительно, если только су- 
ществуеть нЪкоторое число е, натуральный логариеомъ котораго ра- 
венъ 1. Ибо тогда мы будемъ имЪть: - 


[00 Е —= х Юде =х га сы 7 % ‚ (1) 


Тогда натуральный логариомъ нЪкотораго числа у = е” ДЪйстви- 
тельно равенъ тому показателю степени 5, въ которую нужно воз- 
вести число е, чтобы получить число у. Лругими словами, мы бу- 
демъ имфть логариемъ въ алгебраическомъ смыслЪ этого опред$ления. 

Все сводится къ тому, можемъ ли мы найти такое число е. 

Мы видфли, что 09 2 меньше, ч$мъ 1. Т$мъ же путемъ мы безъ 
труда убфдимея въ томъ, что 09 3 больше 1. КромЪ того, въ 6 31 
мы видЪфли, что натуральный логариомъ растетъь съ возрасташемъ 


$ 32. ОПРЕДВЛЕНИЕ И СВОЙСТВА НАТУРАЛЬНОЙ ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИИ. 5 


числа т, и кром$ того мы упомянули, что для того, чтобы получить 
произвольное малое изм$нен1е логариема, достаточно соотв$тетвенно 
мало изм$нить число, логариеомъ котораго ищется. Отсюда мы мо- 
жемъ заключить, что между 2 и 3 должно лежать одно и только 
одно значене у, для котораго [090 у = 1. | 
Это число мы можемъ вычислить съ любой степенью точности 
при помощи способа, который, правда, въ настоящемъ примёр$ быль 
бы довольно затруднительнымъ, но который въ другихъ случаяхъ 
даже можетъ быть рекомендованъ для практическихъ пфлей. А именно, 
если намъ даны два числа, между которыми долженъ лежать корень 
уравнен1я 
_} (2) =а, и если функщя } (<) такова, 


что для каждаго значеня т мы безъ особеннаго труда можемъ 
вычислить соотвЪтственное значен1е самой функши, то мы можемъ 
вычислить искомый корень путемъ послфдовательныхъ приближей 
(посл5довательныхъ пробъ), что мы и покажемъ на нашемъ примЪрЪ. 

Испробуемъ сначала середину между числами 2 и 3 — значить, 
2,5. Мы увидимъ, что это число еще слишкомъ мало, ибо [09 9,5 
меньше 1. Итакъ, искомое число должно лежать между 95 и 8. 
Испробуемъ далЪе 2,7; мы можемъ убфдиться, что и это число еще 
слишкомъ мало, ибо [00 2,7 меньше 1. 

Если же мы испробуемъ число 2,8, то мы УВИДИМЪ, что [09 2.8 
будетъ больше 1. Значитъ, е лежитъ между 21 и 2.8. Значитъ, мы 
опред$лили число е съ точностью до 0,1. Если намъ эта точность 
не достаточна, то т5мъ же путемъ мы можемъ идти и дальше. 
Испробуемъ число 2,15. Мы найдезтъ, что это число слишкомъ велико. 
То же имфетъ мЪето для чиселъ 2,73 и 8,19, число же 2,71 оказы- 
вается слишкомъ малымъ. . 

Теперь число е опред$лено у насъ съ точностью до 0,01. 

Подобный процессъ мы можемъ продолжать и далЪе и опред$лять 
одну десятичную цифру искомаго числа за другой. При этомъ, ч$мъ 
дальше мы идемъ, т. е. ч5мъ ближе подходимъ къ р$шеню нашего 
вопроса, т5мъ съ большей и большей степенью точности намъ нужно 
вычислять самые логариемы. | 

Ибо въ противномъ случаЪ могло бы случиться, что для н%Ъко- 
тораго логариеома, который на самомъ дЪлЪ больше 1, мы бы въ силу 
неточности нашихъ вычислений получили значен1е меньшее 1. 

Впрочемъ, само вычислене даетъь намъ указаше на то, какая 
точность необходима. 

Въ настоящемъ примЪр5, какъ это было упомянуто, этотъ спо- 
собъ былъ бы ‘нЪсколько утомителенъ, ибо вычислен1е каждаго ло- 
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гариема, который мы пробуемъ, потребовало бы повторен1я вычи- 
слей 5 30. 

Мы могли бы н$еколько облегчить нашу работу, если бы, зная, 
напримфръ, 09 8, стали бы 19 2,5 вычислять уже по формулЪ: 


[00 8,5 —= 9 3 - 19 1,25. 


Но тогда бы т$ логариемы, изъ которыхь мы исходимъ, должны 
были бы быть вычислены съ тою высокой степенью точности, ко- 
торую требуютъ отъ насъ дальнфйпия вычисления. 

Если бы мы, дЪйствительно, хот$ли примЪнить въ данномъ слу- 
чаЪ этотъь способъ, то было бы, можетъ быть, полезнфе искать не 
сразу число, котораго логариемъ равенъ 1, а такое число, натураль- 


. 1 Е | 
ный Логариемъ кКотораго равенъ —; тогда оы 4-ая степень этого 
. «* 


числа и была бы равна числу е. Это бы дало намъ болЪфе удобное 
вычислен1е, ибо по способу $ 30 логариемы чиселъ, мало отличаю- 
щихся отъ 1, получаются съ большей легкостью, ч$мъ логариемы 
чиселъ меньшихъ или большихъ. 

Однако мы можемъ не продолжать болЪе подробно развивать этотъ 
способъ въ силу того, что мы въ дальнфйшемъ будемъ имфть спо- 
собы для боле точнаго опред$леня числа е и вообще величины е? 
для какого-нибудь значеная числа, х. 

Число е, натуральный логариемъ котораго есть 1, имЪеть въ 
высшемъ анализЪ$ такое же значен1е, какъ число, выражающее отно- 
шевн1е длины окружности къ даметру; для этого числа разъ на- 
всегда принято обозначене е, совершенно такъ же, какъ упомяну- 
тое число выражается символомъ к. Итакъ на вышепоставленный 
вопросъ мы имЪемъ теперь утвердительный отв$тъ: натуральные 
логариемы чиселъ суть не что иное, какъ логариомы чиселъ 
при основан1ие въ обыкновенномъ алгебраическомъ смыслЪ. 

Это формулами выражается такъ: 


если е" — у, 
то х = 09 пав у. 


Степень съ постояннымъ основанемъ и перем5ннымъ. показате- 
лемъ называется показательной функщей. 

Когда основан1е есть число е, то эта показательная функшя но 
ситъ назван1е натуральной показательной функци 

Свойства показательныхъ функШЙ мы получаемъ прямо изъ свой- 
ствъ логариемовъ, по отношен!ю къ которымъ они являются обратными. 


Впрочемъ, эти свойства могуть считаться установленными въ 
алгебрЪ. 
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Правило дифференцирован1я натур. показательной функши мы 
получимъ на основаи | 
общей теоремы 8 99. 

Въ самомъ ДЪЛЬ мы 


ПолЛУЧИмМЪ: и 

(И 1 1 

ат” 
4) Ч 

значитъ: 
Че а | 
цт®- * ^ 

И обратно: 


/ РоЧахра ЗНС. Черт. оо. 

$ 33. Интегрироване дробныхъ ращональныхь функц. ПростЪйше 
случаи. 

Выведенная въ $ 31 формула 


— = 09 2 + С. ор ‚ (Г) 
справедлива для всБхъ положительныхъ значенй х. Какъ же намъ 
теперь поступить, если х приписываются и отрицательныя значеня? 
Чтобы отв$тить на этотъ вопросъ, мы можемъ прибЪгнуть къ спо- 
собу подстановки, изложенному въ $8 97, полагая 


чес ”, 
—- = 


2 


тогда мы получимъ: 


ах _ [| 1 ах 1 42 
ое 


[4 = 9 (— 2+ С а о ть ав 








для отрицательныхъ значений %х. 


Къ этому интегралу мы можемъ привести интегралъ нЪФсколько 
боле сложнаго вида, а именно: 





Г ° ах 
ы х— а 
Для этого положимъ 
ях —@— 2 ИЛИ = — $ 


ВЪ зависимости отъ того, будетъ ли х>а или д<а. 
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т ах 
Въ первомъ случа =, = 1. во ВТоромъ случа у == -— 1. 
Значитъ для обоихъ случаевъ мы получаемъ послЪ подстановки: 


ав 
/ — = ю9=-+ С; 


х 


значитЪъ: 


т а (х— ас при ха 
е __ [199 ( ) . (3) 


Е [100 а +0 при г <а 


Интегралъ еще боле общаго вида, а именно 
Чл 
ах 6 
сводится къ предыдущему, если только на основании (2) $8 27 вы- 


1 
нести постояннаго множителя — за знакъ интеграла; мы получимъ въ 
этомъ случаЪ: 


у 


отсюда получимъ: 


а з 
а _ р [00 (ах 5) + С при х > — 
ал в _| 


й [09 (—@%—5) С  прих<— 





— 


Хх. 
`— 





(4) 


= 
|< |< 


Посмотримъ теперь, какъ поступить въ томъ случаЪ, когда сте- 
пень знаменателя относительно х- выше первой. 
Разберемъ сначала простой прим$ръ: 


Е 


Интегрирован!е такихъ выражен!й удается легко благодаря тому, 
что кому то пришла удачная мысль попробовать дробь, стоящую 
подъ знакомъ интеграла, разложить на сумму нЪсколькихъ дробей; 
въ данномъ случа двухъ дробей — одну со знаменателемъ х, а дру- 
тую со знаменателемъ (х -- 1). Очевидно, въ суммЪ эти двЪ дроби 
дадуть одну дробь со знаменателемъ х(х -н 1), т. е. подобную на- 
шей подинтегральной дроби. Неизвфстные пока числители этихъ 
двухъ искомыхъ дробей обозначимъ буквами А и Б, тогда мы должны 


* > у. [ода 
) Замвтимъ туть, что слагаемое — а ›какъ постоянная, отъ 2 не за- 
висящая . величина, включено въ составъ произвольной постоянной С. 


- | Примуч. переводчика. 
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получить равенство: 1 _ А В 


СР ре ЕН —{- . (5 
х(х-н1) х 2-1 ” 





Причемъ это равенство должно быть тождествомъ, т. е. оно должно 
им$ть мЪето для вс$хъ значенмй х (замЪчане это очень суще- 
ственно, ибо если дв$ величины равны между собою не для веъхъ, 
а только для нфкоторыхъ значений перемфнной, то мы не можемъ 
говорить о равенств интеграловь отъ этихъ выражен!й). Если же 
это равенство есть тождество, то тождествомъ будетъ и то равенство. 
которое получится изъ даннаго (5), если мы 06бЪ части равенства 
умножимъ на общаго знаменателя обЪихъ дробей, т. е. нах (х 1); 
мы будемъ, значить, имБть тождество: 


1 = 4 (х-- ПГ -н Вх 
1 = А+ А+ Вх... ...... (6) 


Это тождество только въ томъ случа$ можетъ имЪть м%фето, если 
Въ правой части равенства вовсе не будетъ х-са, а свободный членъ 
равенъ будетъ 1. Другими словами, оба неизв$стныхъ коэффишента 
А, Б должны удовлетворять сл5дующимъ двумъ уравнен!ямъ: 


ИЛИ: 


0= А-В - 
.- . - (1) 

И 
Эти же ур-ная удовлетворяются сл$дующими значенями Аи В: 
| Бе ох а 7 (8) 

Итакъ мы получаемъ: 
1 1 1 

(9) 


д(%р хх  д-! | 
Это тождество можно провфрить, производя въ правой части ра- 
венства указанныя дЪйствя. Впрочемъ, этимъ мы бы только повто- 
рили предыдупия выкладки. 
Такимъ образомъ, мы будемъ им$ть: 


ах _ [а _ ах  _ 
_] 2а- ] т хто 


« 





09—09 (С =19 — 1-0 при #> 0. 


—х 
1 





— 4 109 (— #2) — 09 (Ш) 0(=19 —С при —1<&5<0. 


[09 (— 2) — 09 [—-#— 1) +(=09 а ы С при < — 1. 


Если мы пожелаемъ сдфлать пров$рку, то намъ нужно будетъ 
только продифференцировать полученное выражение. 
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Тогда мы получимъ: 











д 
Ч 
Е т 1—2 | 
—_—_—_—_—_—_—_ =. — жа ) 
ах 2 ах ге "(а-Ь о Е) 


т. е. какъ разъ подъинтегральную функшю. 

(Цля дифференцирован1я было бы удобнЪе, если бы мы лога- 
риемъ дроби представили въ видЪ разности двухъ логариеомовъ; но 
тогда бы мы пров$рили только часть предыдущихъ выкладокъ, т. е. 
не сд$лали бы въ сущности полной пов$рки). 


$ 84. Общая теорля. 

Всегда-ли, однако, когда нужно проинтегрировать н$которую рац1о- 
нальную дробь; можно поступить такъ, какъ въ только что разобранномъ 
прим$рЪ$? На вопросъ приходится тотчасъ отвЪтить отрицательно. 

Во многихъь случаяхъ надо еще сдфлать ин НЪКо- 
торыя подготовительныя дЪйстия. 

Сумма какого угодно числа дробей съ постоянными числите- 
лями и знаменателями первой степени относительно х будетъ пред- 
ставлять изъ себя всегда дробь, у которой степень числителя будетъ 
ниже степени знаменателя. А. слБдовательно, дробь, у которой степень 
числителя равна или больше степени знаменателя, не можетъ быть пред- 
оставлена въ видЪ суммы простЬйшихь дробей упомянутаго вида. 

Мы можемъ однако дробь, у которой степень числителя равна 
или больше степени знаменателя, разбить на сумму нЪкоторой п$лой 
раплональной функви отъ х и дроби, у которой степень числителя 
ниже степени знаменателя. 

Для этого только нужно раздлить числителя на знаменателя 
(процесеъ подобный тому, когда мы неправильную дробь хотимъ 
обратить въ см5шанное число), причемъ дЪлене производимъ до 
т5хъ поръ, пока полученный оть д$ленйя остатокъ не будетъ степени 
боле низкой, ч$мъ дЪлитель. 

ДЪлен1е многочлена на многочленъ мы знаемъ изъ элементарнаго 
курса; мы однако выполнимъ его полностью на частномъ примЪрЪ: 


(2°-н 84°) : (2—1) = 2 х+2 


жз-н 912 - 
2’ — Хх 
— о 
25 5 
252 — 0 
— + 


эЭ 
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Итакъ: 


д -ь 92 : 2 
Е НН. 
д — 1 я — 1 


Ц$лая часть можетъ быть проинтегрирована по правиламъ $ 28. 
Мы, значитъ, въ дальнфйшемъ можемъ предполагать, что во всЪхъ 
дробяхъ, которыя намъ будутъ встр$чаться, уже выд$лена предвари- 
тельно цлая часть, т. е. степень числителя ниже степени знаменателя. 

Второе, что намъ надо сд$лать,—это разложить знаменателя на 
составные множители цервой степени. Въ примЪрЪ, разобранномъ 
въ предыдущемъ параграф$, знаменатель уже былъ разложенъ на 
простёйпие множители. Если же этого нЪФтъ, то естественнымъ 
является вопросъ о томъ, всегда ли такое разложене возможно и 
какъ его выполнить. 

Для частичнаго отв$та на этотъ вопросъ могуть служить слЪ- 
дуюппя теоремы. 

Пусть а есть н$которое опред$ленное число. Если (х— а) есть 
множитель функщи 7 (5), т. е. если 7} (х) можно представить въ видъ 
произведеная (2 — а) на н$которую опред$ленную величину (вообще 
зависящую отъ 5-са), имБющую конечное значен1е для х == а, т. е.: 


о Елене 


то } (2) должно обращаться въ нуль при д ==а. 

Итакъ, если (1х— а) есть множитель многочлена / (5х), то а 
является корнемъ уравнения Г (5) = 0. 

И обратно: Пусть х=а есть корень уравневя / (15) = 0. 

Будемъ дзлить / (12) на (х— а) до тхъ поръ, пока не получится 
остатка. Такъ какъ дфлитель первой степени, то остатокъ уже не 
будеть содержать х (будетъ степени нулевой); но цфлая функщя 
нулевой степени есть число постоянное. Значитъ, мы можемъ д$ле- 
н1е довести до того, что въ остатк$ получится только постоянное 
количество. 


‚Эначитъ, будетъ имЪть мфсто тождество: 


Х (2) = (#—а) Г (2) +8........ @) 
Положимъ теперь въ этомъ тождеств$ х = а. Тогда изъ условя, 
что х —= а есть корень ур-тя 7 (14) = 0, мы получимъ: 


р — 0. 


Итакъ 6 должно быть равнымъ нулю при 2 — а. 

А такъ какъ 6 вовсе не зависить отъ 2-са, то 6 должно быть 
вообще равнымъ нулю. Тождество (2), когда х —=а есть корень ур-=1я 
} (2) =0, должно имЪть форму (1); т. е. другими словами [ (5) 
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должно дфлиться на (х-—а). значитъ, мы доказали и обратную тео- 
рему. ОбЪ эти теоремы формулируются такъ: 

Когда а есть ‘корень ур-н1я / (5), то (х— а) является мно- 
жителемъ многочлена { (5). 

Итакъ, задача разложеня полинома /(т) на простБйшихъ мно- 
жителей тождественна съ задачей р5шевня ур-вя / (5х) = 0. ПослЪд- 
няя же задача составляеть предметъ алгебры, или въ болБе узкомъ 
‘смысл —теорли уравневий. | 

Изъ этой теорли безъ доказательства мы примемъ слЪдуюця 
теоремы: | 

[. Алгебраическое уравнен1е я-наго порядка не можеть 
имЪть бол$е п корней. 

ЦП. Уравнен1е п-наго порядка имфетъ ровно я р$5 шений, 
если при этомъ принять во вниман!е: а) такъ называемые 
комплексные (мнимые) корни, 1) каждый кратный корень 
считать въ числ$ показателя его кратности. 

Причемъ х==а называется А-кратнымъ корнемъ ур-вая { (5) =0 
или р5шенемъ порядка А, если многочленъ / (5) дЪлится на (х — а)", 
но не длится на (х— а)" +1. 

(Замфтимъ тутъ кстати, что если х = а представляетъ многократ- 
ный корень, напр., если: 


Г (=) = (#— 4)? |, (5), 


то 
47 (5) 


- 
ИН 





—=2(— а) Ё (2) + (#— а) а | 
ма 2) 


значитъ, и Дфлитея на (х— а). 


ЭТИМИ ный устанавливается теперь возможность любую ра- 
пональную функцию разложить на линейныхъ множителей, но эти 
теоремы не даютъ намъ средства выполнить эту задачу на са- 
момъ ДЪлЛЪ. 

Для квадратныхъ уравненй мы знаемъ изъ элементарной алгебры, 
какъ представить р5шен1е въ видБ дЪйствй надъ рашональными. 
количествами и извлечен1я квадратнаго корня. 

Такле же обиие методы существуютъ для уравнемй ПТ и [У 
степени, которые однако даютъ р5шеня въ комплексной формЪ 
именно въ т$хъ случаяхъ, когда всЪ корни вещественны. 

Что же касается общихъ уравнен1й высшихъ степеней, то по- 
добныя обпая формулы при помощи радикаловъ вовсе невозможны. 

Другой вопросъ, какъ найти численныя р$шен1я уравненй съ 
численными коэффишентами съ любой степенью точности. 

Въ дальнфйшемъ мы покажемъ способы для этой цЪли. 
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Теперь же мы будемъ разематривать прим$ры. въ которыхъ раз- 
ложене на множители знаменателя или уже дано, или можеть быть 
`дБлано простыми средствами. 

Мы тутъ будемъ предварительно разсматривать только тЪ слу- 
Чаи, когда веЪ$ множители вещественны. 

Если мы знаменатель дроби, которую намъ нужно разложить на 
простБииия, разбили на простфйпие множители, то является еще 
трет1Й вопросъ, всегда ли можно разложить данную дробь на про- 
стьйппя, т. е. на сумму дробей съ линейными знаменателями. 

Сначала мы разберемъ тотъ случай, когда въ знаменателё нЪтъь 
кратныхъ корней, т. е. въ разложенш 


Г (2) = 4, (2—а) (#—Ь) (#—0........ (5) 


Числа а, 6, с... ве$ между собою различны. 
Тогда должно имЪть м%$ето тождество: 
Ф (2) _ А и Б С 


(д) дфа 1—0 1-е (6) 





Но тогда должно имЪть мЪсто и слфдующее тождество (по умно- 
жен1и обфихъ частей равенства (6) на общаго знаменателя вофхъ 
дробей): 


ф (4) = Ча (1—В) (4—0... Ва (и—а (1-9... 





+ Си (1— а) (1—5)... -.......... @) 


Это тождество должно имЪть место и для х = а. 
Но для этого значення х-са вс$ члены правой части, кромЪ одного, 
обращаются въ нуль, и мы получаемъ: 
Ф (а) == Ча, (а —6) (а—®... 
откуда 
— $ (4) (у... (8) 
ад (#— 6) и—©... 
Тождество (7) должно имфть мфето и для х=6, откуда: 


ф (6) = Ви, (6—9 6—0... 


откуда 
г р в 
а) (6 — а) (6 —с)... 
Такъ же найдемъ: 
| (== ф () 








9-5... 


Если мы коэффищентамъ 4, Б, С... дадимъ вышеупомянутыя 
значен1я, то равенство (7) навфрное будетъ справедливо для х=а, 
х =6, х=с... и т. д. Значитъ, всего для ® значевй неизв стнаго. 
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Но это есть уравнене (п — 1) степени; если же оно удовлетворяется п 
различными значенями 1-са, то оно по теорем [ должно быть 
тождествомъ, т. е. удовлетворяться для воЪхъ значен!й л-са. Зна- 
читъ. мы достигли того, чего хотБ5ли достичь. 

Значитъ, въ томъ случаЪ, когда вс множители знамена - 


теля линейны, разложен1е дроби на простф5йш1я всегда 


ВОЗМОЖНО. 

Доказательство этой теоремы дало намъ въ то же время и спо- 
со0бъ, при помощи котораго мы въ каждомъ сюда относящемея елу- 
чаБ можемъ на самомъ дфлЪ произвести разложен1е дроби на про- 
оТЪйппЯ. 

Для вычисленя иногда бываетъ удобнЪе другой способъ: 

Равенство (7) будетъь справедливо для всЪхъ значен!й 2-са, если 


только коэффищенты въ’ обфихь частяхъ равенства при одинаковыхъ . 


степеняхъ х-са между собою ровны. 

Это услов1е даеть намъ равно п уравнен!й для опредЪленя л не- 
извЪстныхь 'А, В, С... ит. д. Притомъ вс уравневая линейныя 
(первой степени). Значитъ, ихъ можно рЪшить элементарными сред- 
отвами. Тутъ, конечно, возникаетъ вопросъ о томъ, во вофхь ли 
случаяхъ это рёшен!е возможно: вфдь можно опасаться, что полу- 
ченныя уравненя будутъ противор$чить другъь другу или одно или 
нЪеколько изъ нихъ будутъ являться сл$детнемъ остальныхъ. Бо- 
ле подробное изсл$дован1е даетъ намъ поводъ утверждать, что опа- 
сен1я такого рода излишни, Величины, на которыя намъ приходится 
дБлать .д$лен1е (входяпая въ составъ знаменателей неизв. вел. 
А, Б,С...), будуть состоять только изъ произведений разностей ве- 
личинъ а, 6,...взятыхъ по двЪ, но мы уже предпослали услов1е, 
что каждая изъ разностей (а« — 6) «а — о) (6—9... не равна нулю, 
такъ какъ всЪ числа а, 6, с... между собою различны. 

Впрочемъ, намъ и не надо особенно углубляться въ эти разсуж- 
дея, такъ какъ на оснований предыдущее вычислен1я мы видимъ, 
что рёшен1е задачи возможно. 


$ 35. Примфры. 


Пуеть намъ предложенъ интегралъ 


3х -н 4 
ь — а: (И, 
’ а ” 


Степень числителя въ данномъ примфрЪ ниже степени знамена- 
теля, такъ что тутъ не надо дфлать предварительнаго д$лен1я чи- 
слителя на знаменателя. та 

Значить, намъ надо начать задачу съ разложен!я знаменателя на, 
множители. Р$шен1е уравнен1я 3-й степени не входить въ число 


ТИ 
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вопросовъ, извБстныхъ изъ элементарной алгебры, но въ данномъ 
случа мы легко можемъ справиться съ этимъ уравнепемъ, ибо мы 
ВИДИМЪ, ЧТО знаменатель 2? — 6 4°-- 11 х- 6 обращаетея въ нуль, 
если въ немъ положить х = 1. 
Эначить (х — 1) есть одинъ изъ дфлителей знаменателя. 
Произведемъ дфлене на самомъ дЪлЪ: 


(23 — 64° + Пя— 6): &«— 1) = — 5-6 


23 — 2? 
— 
о бы 
— 55° 5х 
а 
ый 
= 605 —6 
— 


Теперь остается только разложить 14° — 5х -- 6 на множители. 
Для этой цфли р5шимъ квадратное уравнение: 


3 — Бх- 6 — 


Р$шевнця этого ур-н1я суть х =2 и =. 
Значитъ нашъ знаменатель разлагается на три множителя: 


(х— 1) #—2) (&— 3). 


А такъ какъ коэффишентъ при 21° въ этомъ полиномЪ равенъ 1, 
то мы имфемъ тождественно: - | 


дз — 65° + 111 —6=(5— 1) (1—9) (&— 3). 
Положимъ теперь 


3х 4 А Б С 


=_= = -+ 
д — 65° -+ 114 —6 — 1 5—9 1—3 











Освободимся оть знаменателей; будемъ имЪть: 
31 4 = А (1—2) 4 —Э-+ ВБ (4—1 (4—3-0С (2—1 (#—?). 
Положимъ въ этомъ равенств$ д == 1, тогда мы будемъ имЪть: 


т=А(— | (2); А=... 


Х: —1 


Если положить х = 9, то мы будемъ им$ть: ` 


10 —В.1.(— 1); В = — 10. 
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Наконецъ, полагая х = 3, получимъ: 


34=—(.9. — — 
13 С 5° 


Значитъ, мы опредфлили всЪ три неизвЪстныхъ. 
Если же мы прим$нимъ другой способъ, то получимъ сначала, 
выполняя всЪ дЪйствя: 
37+ 4 —=А (22? — 556) + Б (24° — дз С( — Зх- 3 


отсюда, сравнивая коэффишенты при одинаковыхъ степеняхъ, по- 
ЛучимЪ: 


О= АВС [3—2 
3 —= — БА — 45—30 |1 
4 — — бА + ЗВ + 2С | 1 


Производя умноженя на указанные сбоку множители и дЪлая сло- 
жене, получимъ: | 


3 — — А — Б 
4 =  4А+Б 
и дал$е 
1= 24; откуда А = : 
В = — ЗА — 3 = — 10; биые тата разы 


0 
т. е. величины. полученныя выше. 
Такимъ образомъ мы получимъ: 


в ° д _ ах 
ею [+в #8.” 


7 р 13 | 
2 09 (х — 1) — 10 09 # — 2) +7 109 (4 — 3) С 








Для второго примЪра разсмотримъ: 


= в 


Туть числитель той же степени, что и знаменатель. 
Значить нужно сначала выполнить дфлен1е числителя на знаме- 
нателя. 
Ё—2 8—8 = 
27? — За -6 — 212 — 8х -+ 6 


Теперь разложимъ знаменателя на множители. 
‚Ръшимъ для этого уравненйе: 


272 — Зл-н 6 — 0. 
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Его корни суть Х= и Д=3. 
Значить 25’ — 8х - 6 дБлится на (х— 1) и (х —3), но такъ 
какь тутъ коэффишентъь при 4? равенъ 2, то мы имфемъ тожде- 


ственно 
25° — 85 +6 =2(#—1) (4—3). 


Значитъь 
8х — 8 А В 
223 — аб 1—8 
откуда 
8% —8 =24А (1—3) +26 #—1 

отсюда 

8 = А -+ ЭВ 

—8 = —6А — 2Б 

отсюда 


рые © Е 


Туть оказывается, что дробь со знаменателемъ второй степени 
равняется дроби со знаменателемъ 1-й степени. На самомъ дЪлЪ 
туть возможно сокращене дроби на (х — 1). 

оначитъ: 


7= [2-4 Ро +49 (#—3)+ С 


$ 86. Многократные корни. 

Способъ, изложенный въ послЪднихъ 6$, былъ основанъ на пред- 
положении, что вс$ линейные множители знаменателя между собою 
различны. Если же въ немъ встр$чаются одинаковые множители, то 
этоть случай требуетъ нъкотораго видоизмЪненая методы. 

Туть одному многократному корню не будетъ соотвфтетвовать 
одной дроби; если бы мы это предположили, то опредБлене коэф- 
фищентовъ привело бы насъ къ уравнен1ямъ, которыя бы противо- 
р5чили другь другу. 

Каждому многократному множителю знаменателя вида (х — а) 
будутъ соотвЪтетвовать дроби со знаменателями (5—4), (1— а"... 
(х—4)*, (— а) съ нЪкоторыми постоянными въ числителяхъ. Всего 
к дробей. 

Пусть, наприм$ръ, намъ нужно проинтегрировать: 


1 —х 
: . (1 
9 (и -н 1) 2 
Мы должны тутъ предположить такое разложение: 
Ей. А г Б У: С (2) 
х (1х од (ттт 
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откуда имфемъ тождественно: 
1 х= А (х- Г Ба (а... .. (3) 

А и С легко опредБляютея, если одинъ разъ положить х = 0, 
другой разъ х = — 1. 

В можно опредфлить по тому же способу, если только принять 
во вниман1е то обстоятельство, что коль скоро равенство (3) спра- 
ведливо для всБхъ значенй 1-а, то тождественно справедливымъ 
должно быть и то равенство, которое получается изъ равенства (3) 
путемъ почленнаго дифференцировавая обфихь частей равенства 
по 2-У. 

Значить, должно имфть м$фсто тождественно равенство: 


= 4 (1 + Б (3% Г -+ 0. 


Туть проще воспользоваться вторымъ изъ указанныхъ въ 8 34 


способовъ и приравнять коэффишенты при одинаковыхъ степеняхъ 
х-са въ обфихъ частяхъ равенства. 


Это дасть намъ уравнения: 


0—4 - ВБ 
—1=2А-+ВБ-Сс 
==. 


которыя дадутъ намъ: 
А = 1 В === 1 С —= —1—2А-— В=— 9. 
Значитъ, окончательно мы получимъ: 
ры р 1. _ 4 . — ю0х — 109 (+1) + 
х 1 (ж— 1}? 
2 . 


т + С. 
х1 





Значить, интегралъ подобной дроби содержитъ не только лога- 
риемическле, но’ и дробные алгебраическе члены. 


Примфнете поелзднихЪ результатовъ къ хими- 
ческимъ явленямъ. 


$ 37. Сахарная инверейя. 

Большая часть химическихъ реакщй происходить не мгновенно, 
но требуеть нфкотораго времени для своего завершен!я. Если пре- 
рвать реакщю вскор® посл начала, ея, то можно убфдиться, что срав- 
нительно незначительная часть взятыхъ веществъ вступила въ но- 
выя соединен!я, а большая часть еще осталась въ прежнихъ. Чмъ 
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дольше реакшя продолжается, тёмъ большее количество вещества 
вступаетъ въ реакцию, если только позаботиться о достаточно хоро- 
шемъ см5 шений; но при этомъ скорость реакши большею частью 
уменьшается. Наблюденя показываютъ, что скорость реакши зави- 
ситъ отъ количествъ веществъ, не вступившихъ еще въ реакцию. 
Цля выраженля закона этой зависимости норвежеюме ученые, Гульд- 
бергъ и Вааге, почти 40 л$тъ тому назадъ построили гипотезу, сл$д- 
ств1я которой во многихъ случаяхъ согласуются съ опытными дан- 
ными. Мы имфемъ д$ло съ прост5йшимъ случаемъ прим$неня этого 
закона дЪйств1я массъ при изучени внутреннихъ молекулярныхъ 
перем5щений; но и въ другихъ случаяхъ его приходится примфнять, 
какъ наприм$ръ, въ случаЪ сахарной инвереи; въ этихъ случаяхъ 
скорость реакши прямо пропоршональна количеству вещества, не 
вступившаго еще въ реакщю. Положимъ, въ моменть #—=0 им$ется 
всего & граммолекулъ неинвертированнаго сахара; пусть въ моментъ $, 
х граммолекуль инвертированы и а —х не инвертированы еще; въ 
такомъ случаБ скорость реакши во’ время $ для которой мы уже 


‚ @х 
раньше ($6 и 813) нашли выражене =, Пропорщональна а — #. 
Назовемъ коэффищенть пропорщональности буквой Ё, тогда: 


(а — 2) Е Е) 
Изъ этого равенства надо получить х въ вид функши оть $. 
Эта задача предложена въ н%еколько иной формЪ, чБмъ задачи, 
разобранныя въ предыдущихъ параграфахъ; зд$сь производная х 
по { получена не въ вид функши независимой перемБнной # но 
въ вид$ функщи перемфнной х, которая сама есть величина зави- 
симая. Не трудно однако, привести эту задачу къ обычному виду; 
дЪйствительно, правило 8 22 даетъ возможность написать равен- 
ство (1) въ такомъ видЪ: 
кана ныч 00 
ах К (а—х;) 
а это задача, уже разобранная въ $ 338. ЗДЪеь соотв$тственно усло- 
вямъ задачи надо брать только х«<а. Поэтому, изм5няя въ фор- 
мулЪ (3) 8 33 въ об$ихъ частяхъ знакъ и разд$ляя на №, находимъ: 


ь 


109 (@а—® +0. ее 


р 

Постоянная не опред$ляетея закономъ дЪфйстня маесъ; но въ за- 

дач есть еще данное, на которое мы пока не обратили внимайя: 

во время #—=0 не было еще инвертированнаго сахара, т. е. х = 0, 
| =“ 
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такъ что должно имфть м$ето равенство: 


1 
—=—-{ _ 
0 ‚ бда-н С, 


о 


ИЛИ 
О = 


Подетавивъ найденное значене`С въ равенство (3), получаемъ: 


ев ыы а а В 
Е — 1. [109 а [00 (а а 9-Е (5, 
а 


Уравнене въ такомъ вид сразу даетъ отв$тъ на вопросъ: сколько 
времени нужно, чтобы опредЪленная масса сахару была инвертирована? 
Воли мы обратимъ вниман1е на посл$днее выражен1е, то увидимъ, 
что искомое время зависить только отъ отношеня =, чего и надо 
было ожидать. | 

Чтобы отв$тить на обратный вопросъ: какая масса оказалась 
инвертированной по истечен1и опред$леннаго времени? надо рЕшить 
посл днее уравнение относительно х. Мы получаемъ посл5довательно: 


1 — — е# 
С 





1 


Черт. 38. | и наконецъ: 
д —а (1—е*®) . 


.... (6) 

Построимъ кривую, соотв$тетвующую данному уравнен!ю въ коор- 
динатной системЪ хи. Зам$тимъ при этомъ, что насъ интересуютъ 
только положительныя значен1я $ мы видимъ, что кривая проходитъ 
черезъ начало координатъ, образуя съ осью х уголъ, тангенсъ ко- 
тораго равенъ а; онъ получается изъ уравненя: 


О = аде-ы, нео. (1) 


если положить {=0. Такъ какъ производная х по & все время 
остается положительной, то съ возрастан1емъ & х также возрастаетъ, 


ИН : 
но не безгранично; для очень большихъ & 1 — = становится очень 
малымъ, т. е. х очень мало отличается отъ а. СоотвЪтственно этому 


х 09а еее еее (4) 
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` 


прямая л==а есть ассимптота кривой, и посл5дняя приближается 
КЪ этой прямой снизу. 
Легко убЪфдиться изъ этихъ формулъ, что множитель — имЪетъ 


простое физическое значене; онъ обозначаетъь то время, которое 
нужно, чтобы масса не перешедшаго еще въ друйя соединеня ве- 
щества а—х равнялась е-ой части первоначально взятаго вещества. 
Впрочемъ, для разныхъ реакшй, къ которымъ прим$нимы эти вы- 


|» 


кладки, -- иметь очень различныя численныя значения. 

Такъ какъ х, какъ это видно изъ формулы (6), не можетъ сдЪ- 
латься равнымъ а ни при одномъ конечномъ значени $ то реаклая, 
протекающая точно по приведенному здЪеь закону, никогда не окан- 
чивается, но скорость ея все время уменьшается. Конечно, на опыт® 
этотъ результать н$еколько изм5няется благодаря различнымъ по- 
бочнымъ обстоятельствамъ, въ особенности благодаря изм$нен!ю тем- 
пературы. Но собственно практичесюй интересъ имЪетъ вопросъ 
совс$мъ не о томъ, сколько времени нужно, чтобы все вещество пе- 
решло въ новыя соединенмя, а только о томъ, черезъ сколько вре- 
мени перейдетъ столько вещества, что остатка нельзя будетъ обна- 
ружить химическимъ анализомъ. Конечно, это зависитъ отъ того, 
какое количество можно еще обнаружить; если оно извфетно, то 
интересующий насъ вопросъ рфшается уравнетемъ (5). 

Предыдуше выводы сдфланы въ предположени, что Ё извЪБетно 
изъ ране сд$ланныхъ наблюденй той же реакши и что рёчь идетъ 
только о примБнени уже изв$стнаго закона или 0 провфркЪ его на 
опыт$. Съ другой стороны, если мы думаемъ или уб$ждены, что мы 
въ прав$ считать, что реакшя протекаетъ по этому закону, но не 
знаемъ значен1я № то для опред$леня его нужно ШИТЬ уравне- 
ве (5) относительно К; оно даетъ: 


м ое еее. (8) 

Е 

С 
‘затБмъ, надо едфлать одно наблюден!е, чтобы получить одну пару 
соотвфтствующихъ значений х и & подставивъ эти значенйя въ ра- 
венство (8), получимъ #. Но если мы хотимъ одновременно сдЪлать 
то и другое, т. е. найти Ё и пров$рить, дЪйствительно ли процессъ 
происходитъ по этому закону, то одного наблюденя недостаточно; 
намъ придется взять .и испытать, по крайней мЪфрЪ, дв пробы въ 
разное время, чтобы такимъ образомъ получить дв пары соотвЪт- 
ствующихь значешй (&, х) и (1%, х.). Подстановка обфихъ паръ 
въ (8) должна дать для Ё одно и то же число; 'въ дЪйствительности, 
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велфдств1е неизбЪжныхъ ошибокъ` наблюдений полнаго совпаденя 
никогда не будетъ;. придется удовлетвориться приблизительнымъ 
совпаден1емъ. Впрочемъ, чтобы получить надежное число для Л, сл$- 
дуетъ сдлать не два наблюденя, а больше и зат$мъ по чиесламъ, 
полученнымъ такимъ образомъ, найти среднее по способу, о кото- 
ромъ скажемъ впослЪдетви. 

При этомъ все же надо обратить вниман!е на одно практическое 
затруднее: не всегда удается точно опредфлить моменть начала 
реаки и кромЪ того часто съ самаго начала въ смЪесь входятъ ве- 
щества въ обоихъ химическихъ соединеняхъ. Въ этихъ случаяхъ 
нельзя найти постоянную подстановкой х —=0, а приходится брать 
нъкоторое значене х, равное х,, и соотв$тствующее значене $, рав- 
ное &. Это даетъ: 


и = — т 19 (@—%) +0. овес | 


Подетавивъ значене С, полученное отсюда, въ формулу (3), на- 
хОДИМЪ: 
° а о 
Е да 
Им$я это уравнен1е, мы опять-таки можемъ опредфлить Ё изъ 
двухъ наблюденй, независимо отъ начала счета времени. 
Наконепь, сл$дуетъ обратить вниман!е еще и на тотъ случай, 
когда намъ менЪе важно знать численное значене , чфмъ провЪ- 
рить, ДЪЙйствительно ли процессъ происходитъ по упомянутому за- 
кону. Чтобы привести формулы къ виду удобному для этой пфли, 
возьмемъ три наблюден!я во времена %, & и В и выпишемъ сл$дую- 
ия два равенства, соотв$тетвуюпая этимъ наблюден1ямъ: 
а“ 1 °—. .. (10) 


Зее А $ Ц 09 
1 2 








Эначеня К, получаюпляся изъ этихъ равенствъ, должны совпа- 
цать; сл$довательно, должно быть: 
а— * а— 
в — 1) а оба... (0 
(& |) (#, о) Зав. "ря 
Процессъ будетъ происходить по принятому закону, если только 
это равенство справедливо для трехъ какихъ-нибудь паръ соотвЪт- 
ствующихъ значений хи $. 
Такъ какъ, большею частью, отъ насъ зависитъ, когда дълалть 
испытан1е, то мы можемъ устроить такъ, чтобы 


Ш = — Ц, 


т. е. дЪлать испытаня черезъ равные промежутки времени. Тогда 
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равенство (11) упрощается и приводится къ виду: 


и, ВЕ. 
а— = а— *. 

Это можно выразить такъ: если время растетъ въ ариемети- 
ческой прогресс1и, то количество вещества, не вступившаго 
въ реакц1ю, уменьшается въ геометрической прогресс1и. 
(Положимъ, черезъ полчаса осталась половина первоначально взя- 
таго вещества; тогда, черезъ часъ останется четверть, черезъ 1!/, часа— 
восьмая часть, черезъ 2 часа — шестнадцатая часть и т. д., черезъ 
5 часовъ приблизительно тысячная часть). 


3 38. Полныя химичесня реакцли. 

Мномя химическля реакщи, при которыхъ н$еколько веществъ 
дЪйствуютъ другь на друга не прекращаются, пока еще остается 
хоть что-нибудь отъ первоначальныхъ веществъ. Оказалось, что ско- 
рость Н®КоТторыхъ изъ этихъ реаклай пропоршональна произведен!1ю 
количествъ веществъ, еще не вступившихъ въ реакшю. 

Пусть а, 6,... число граммолекулъ различныхъ, ДЪйствующихъ 
другъ на друга веществъ, которыя были въ началЪ счета времени 
налицо; х — число вступившихъ въ реакшю ко времени $ такъ что 
вЪ этоть моменть уже оставалось а—х, 6 —х,... граммолекулъ 
первоначально данныхъ веществъ. Въ такомъ случаЪз можно напи- 
сать для скорости выражение: 


2. лънна 8 
[ 
Мы разсмотримъ только случай двухъ взаимодЪйствующихъ ве- 


ществъ, тогда: 
с 


Для разложеная на простфйппця дроби: 


1 А Б 
че р, РИА ни, —|- в ® ® ® ; (3) 
(4—1) (4—2) ах 0х 





надо положить: | 
1=—=А (6 —х) + Б (а —%), сы = м 2 38 (4) 











олЪдовательно: 
1 Е А —- Ва 1 1 . ;. = : р (5) 
0—=— А — ВБ а 6 | 
РЪшая эти уравнен1я, получаемъ: 
Е 1 | В о (6) 


р — а 
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Подставляя и интегрируя, имЪемъ: 


ое а 7 
— т (а—5) | + И | Зы РЕ (7) 


Чтобы рЪшить, которыя изъ приведенныхъ въ $ 33 значевшй 
этихъ интеграловъ надо взять, замфтимъ, что можно брать только 
тавля т, которыя меньше а и меньше 6, поэтому надо положить: 


= м у 9 (а—2) — №9 6—#)}-+0.... ® 


(Въ этомъ вид$ формула написана въ предположении, Что черезъ а 
обозначено большее изъ чиселъ а и 6, т. е. количество того веще- 
ства, которое было въ избытк$; если бы это было не такъ, то удоб- 
нфе изм$нить знакъ числителя и знаменателя; тогда числитель и 
знаменатель сдфлались бы положительными, а величина дроби оста- 
лась бы безъ измЪфнения). 

Постоянную можно опред$лить такъ же, какъ и въ предыдущемъ 
случа. Если наблюден1е началось съ момента начала реакши, то 
при {= 0, х также равно 0, значитъ: 


1 
ао а (9) 
Принимая во вниман1е это равенство, получаемъ: 
с о В ось (10) 


(ав) а (5—4) 


Р%+шене этого уравнён1я относительно х даетъ послдовательно: 


В (@а— 6) #= 09 ее о 
6 (а— 2) — е* (а—ВР Е 
а (6—5) 
аб (и #— 1) 1 — е- (4—8: 
Нет о. 20 


Съ возрастан1емъ р х также все время возрастаетъ, пока при 
очень большихъ & при которыхъ 


е—* (а — 6) о 


аб 
очень мало, х не сдфлается равнымъ — = Ь. СлЪдовательно, ре- 


актая идетъ далЪфе, пока все то вещество, число граммолекулъ кото- 
раго меньше, не будеть израсходовано (отсюда обозначенье полная 
реакиая). Но если реакшя происходить по приведенному закону, то 
теоретически такой моментъ наступить черезъ безконечно большое 


< 
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время. ПрактическЙ интересъ иметь опять таки. только вопросъ о 
томъ, черезъ сколько времени отъ 65 совс$мъ не останется зам$т- 
наго остатка. Чтобы отвЪтить на этотъ вопросъ надо въ уравне- 
н1е (10) подставить вместо х число, отличающееся отъ 6 на вели- 
чину, соотв$тствующую погр$5шности наблюденй. Конечно, отвЪтъ 
будетъ очень значительно зависить отъ А, которое для различныхъ 
реакшй, слфдующихъ этому закону, им$етъ очень различныя значения. 
Если начало реакши не было точно опред$лено или если уже въ 
начал входили продукты реакши, то для опред$левя постоянной 
надо взять два как1я-нибудь соотвЪтетвуюния ху и &, это даетъ: 


1 
{ — ты {109 (& — ж) — 09 6 — жж} (, . .. (12) 
или черезъ исключене С: 
о (а — 2) (6 — =) 
о а, 


Если мы, не интересуясь опред$ленемъ числа Ё, хотимъ вообще 
испытать, происходить ли реакшя по приведенному закону, то 
опять таки лучше всего выбрать три равноотстоящихъ момента на- 
блюденя &, &, & такъ, чтобы 


БЕ =ЕИЬ. с... . (4) 
Прим$няя уравнене (13) одинъ разъ для к и &, другой разъ для 


; и, и исключая К, находимъ, что въ этомъ случа должно имЪть 
мфето равенство: 


О НВ 


Для случая 
В ра Мы ви вр а: (16) 


когда даны одинаковыя количества взаимодЪйствующихъ веществъ, 
наши формулы непригодны. Въ этомъ случаЪ получаемъ: 


их 1 ь 
Е а 


И отсюда посредствомъ интегрирования: 


ее а ет бб 


Опред$лимъ опять постоянную изъ того условя, что для # = 0 
д также должно быть равно 0, получимъ: 


а НЕ 
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И отсюда 1 нь 
ах — а 
И (4 
| _ Т-наЯ 
/ 1 21 й 
а: — трав) тонет: :09 
на = ак "НХ 


ЭдЪсь также х дфлается точно равнымъ а тогда и только тогда, 
когда, $ = со. Практическй вопросъ о времени, которое нужно, чтобы 
все вещество, поскольку это можно обнаружить, вступило въ реэк- 
цю, можеть быть разр5шенъ съ помощью формулы (18) сообразно 
требуемой точности. 

Если начало реакши не было точно опредфлено, то можно найти 


С при помощи двухъ какихъ-нибудь соотв$тствующихь значенй х 
и р мы получаемъ: 


1 1 1 
ет оф 5120) 





Если &, й, 6 три равноотстоящихъ другъ отъ друга момента, а 
Х, 2, д. соотвфтетвуюпия значен1я х. то посредетвомъ исключен1я 
К получимъ аналогично прежнимъ результатамъ: 


1 ‘| 1 1. 


*. 
ониркетриолицьля Е и чеь — 





Итакъ, въ этомъ случа$, если времена растутъ въ ариеметиче- 
ской прогресси, то величины, обратныя количествамъ веществъ, не 
ветупившихъ въ реакцию, также растутъ въ ариеметической прогресеи. 


$ 39. Неполныя химическая резкщи. 

Въ боле сложныхъ случаяхъ реакшя не идетъ` такъ далеко и 
не все то вещество, число граммолекулъ котораго меньше, перехо- 
дить въ новыя соединения, но въ результат наступаетъ состояне 
равнов$е1я, при которомъ въ см$сь входить опред$ленное количе- 
ство веществъ, какъ тБхъ, которыя были даны въ началЪ реакши, 
такъ и продуктовъ реакши. Чтобы объяснить подобныя явленя, при- 
няли, что выражен1е для скорости состоитъ изъ двухъ членовъ, при- 
чемъ одинъ пропорцоналенъ произведеню количествъ взаимод?й- 
ствующихъь соединенй, а другой — произведеню количествъ вновь 
получающихся соединен!Й; каждый членъ входитъ съ особымъ коэф- 
фищентомъ пропоршональности. Простёйшимъ случаемъ оказывается 
опять таки тотъ, когда дЪло идетъ о внутренней перемЪнЪ въ строе- 
ни каждой молекулы; этого рода измЪнен!я поступають при обра- 
зовати такъ называемаго лактона (внутренняго ангидрида) изъ ки- 
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слоты. Чтобы сразу перейти къ общему случаю, допустили, что въ 
начал реакши было а граммолекулъ кислоты и а, граммолекулъ 
лактона, а ко времени {еше х граммолекулъ кислоты перешли въ 
лактонъ, такъ что въ этоть моменть имфется а, —х граммолекулъ 
кислоты и а, + х граммолекулъ лактона. Наше допущене даетъ 
для скорости реакши выражение: 


ах 

т = К. (а, — <) — №, (а, + 2) = ва — ва, — (-Н №.) <, .(1) 
дБ черезъ №, и № обозначены коэффищенты пропорцональности. 
Посл5днее равенство того же вида, какъ равенство (1) $8 37, только 
значен1е коэффищентовъ другое; поэтому намъ н%фть надобности по- 
вторять выкладки, а можно сразу выписать результатъ: 


1 №. а К. 
р КЕ ей . (2) 


или, если р$5шить это уравнене относительно х, то: 


К, а 

Е о мены = И ма 
ры (3) 
При изел$довани слфдуеть различать два случая. 

1. Если см5шиваемыя массы находятся въ такомъ отношени, что 


а, — Ва. > 0, цене а а (4) 


ах 
то п сначала положительно, т. е. Количество лактона увеличивается; 


это увеличенте происходить до т$хъ поръ, пока не будетъ: 


__ №, — №5 а» | 
ЕЕ, с... . 


ат 
ТакЪ какъ — рт. остается до этого времени положительнымЪъз. Но изъ 


равенства (3) видно, что х (теоретически) достигаетъ этого значевя 
черезъ безконечно большое время; и здЪеь процессъ, разъ начавшись, 
продолжается все время въ томъ же направлен. При этомъ однако 
не вся кислота обращается ‘въ лактонъ; если реакщя, дЪйствительно, 
протекаеть по принятому закону, то, какъ бы далеко мы ни про- 
должали наблюден1я, мы никогда не получимъ лактона больше, чЁмъ 
то количество, которое указывается правой частью равенства (5). 
Продолжительность того времени, которое требуется, пока это, въ 
пред$лахъ точности наблюдений, будетъ достигнуто, зависить отъ по- 
стоянныхъ #, И К., ИЛИ, лучше сказать, отъ ихъ суммы; если она не 
очень мала, то для этого требуется не очень продолжительный про- 
межутокъ времени. Посредетвомъ наблюдеюя этого наступающаго въ 
конц$ концовъ приблизительнаго состоявмя равнов$ея можно опре- 
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дфлить значене дроби, стоящей въ правой части равенства (5) и 
‚Е т 
отсюда, если а, и а, изв$етны, отношене —; когда это отношеше 


опред$лено, то наблюден1е протекан1я реакши даетъ значене + /. 
такъ же, какъ въ $ 38 наблюден!е даетъ число (. 
2. Если въ начал$ реакши 


К. 24. ее 242 > () ® Ф $ » > ® ® ® ® ® , (6) 
42 | 
То рт отрицательно; количество лактона уменьшается, и часть лак- 


тона переходить снова въ киелоту; изсл$доване, совершенно ана- 
логичное предыдущему, показываетъ, что этотъ процессъ продол- 
жается безконечно долго. Но намъ н$тъ надобности отд$льно трак- 
товать этоть случай: мы можемъ просто привести его къ предыду- 
щему, переставивъ величины, относяппяся къ кислот$ и лактону. 

Изъ неполныхь химическихъ реакшй, при которыхъ происходить 
взаимодфйстве двухъ веществъ, мы разсмотримъ только получение 
какого-нибудь эфира изъ кислоты и спирта и притомъ только тотъ 
случай, когда въ начал реакщи даны эквивалентныя количества 
того и другого вещества и еще совсЁмъ не образовалось эеира. Въ 
этомъ случа можно первоначально данныя количества кислоты и 
спирта принять за 1; если ко времени # получилось х граммоле- 
кулъ эеира, то принятый нами законъ даетъ уравнен!е: 


4х 


ден (Е В. (1) 
‚а отсюда получается: 
х 
| { —- ее ® . ® ® ® ® » + (8) 
Р%$шая уравнение: 
Я ый 0; раса 


имфемъ: 


ИВ 


— 3 `я 
х К. 





а корни уравнен!я получаются въ такомъ вид%: 
1 | ей | 
“—.=———_—_—_———_—_——ы—.- Бы бар аВ РО 
К | 
ры У. | ыы 
К. К. 
(Замтимъ, что черезъ « обозначенъ больпий, черезъ Вв— меньший 
корень уравнения). 
Нри разложени на простЪйпия дроби (ср. 8 34) слфдуеть обра- 
тить вниман1е на то, что въ знаменатель выражения (8) входить не 
просто произведене множителей (х — «) (х — В, а это произведение 


помноженное на коэффищентъ при высшей степени х въ выражен! 
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(9), т. е. на К, — №. Такимъ образомъ получаемъ: 
1 м 1 т м. 
к ( (=, (@ —В [1—& 2—8 
Если подставить въ (а — В) значен1я « и В, приведенныя въ (10), 
то получается: 





1 [1 1 1 

















ке) Е 
Их, &—« #—В ив 
а отеюда посредетвомъ интегрирован1я, пока х меньше В: 
ь' | и 1 В (а— 1) 
= — ‚ © од юЮ9——. 12 
ИХ, | в— т] — ЗУЕВ 2) (2) 
Ръшимъ это уравнене относительно х, сначала получимъ: 
и (о ее 2) тн е?ё У в... 
& (В — 2) 
а затБмъ 
__ розу 
По: акад ь (13) 


А Ве — РУ 


_ При # = о, д = В; наблюдая это наступающее, въ концб кон- 
цовъ, равновфае, можно найти 3 и по данному В вычислить отно- 
шен1е коэффищентовъ А и К.. Когда это отношене изв$етно, то 
можно по даннымъ ‘двумъ соотвЪтствующимъ значен1ямъ хи $ на 
основанйи равенства (13) найти произведенйе этихъ множителей и 
наконецъ вычислить отдфльно #, и К... р 


НапримЪръ, для уксусной кислоты и этиловаго спирта т =. 


4 


значить в =, В=з,а 
1 — е— 2 в, 


д == 2 аи * 
3 — е-2 У в 


=== ЕВ [ЕЯ ИГН т ЕЕРСИЕ рис ини Би 


ГЛАВА %1. 


Производныя высшихъ порядковъ. Теорема о сред- 
немъ значени. Формула Тайлора. 


$ 40. Производныя высшаго порядка. 

’ Производная функщи у =} (2) въ тфхъ случаяхъ, съ которыми 
мы имфемъ дфло, для всЪхъ разсматриваемыхъ значений х, за исклю- 
чен1емъ, быть можетъ, нфкоторыхъ отдфльныхъ значен\й, имЪетъ 
вполнв опредЪфленное значене. Значитъ, мы можемъ эту производ- 
ную, соотв$тственно съ опред$лешемъ понямя о функщи (8 13), 


110 ГЛАВА \[. Производныя высшихъ Порядковъ. 


тоже разсматривать, какъ нфкоторую функшю 2-са. Какъ таковую 
обозначимъ ее символомъ /' (х) *). 

Во все$хъ тБхъ случаяхъ, когда }(х) предетавляеть изъ себя 
функшю, принадлежащую къ извфетнымъ намъ клаессамъ, и }' (х) 
будетъ тоже известная намъ функшя. Мы можемъ поэтому ве вы- 
веденныя нами правила дифференцирован1я прим$нить и тутъ, и мы 
получимъ новую функцию, которую мы назовемъ: «второй производ- 
ной / (5)» и обозначимъ черезъ 


Фу _ 
42 — 





еее...) 


(мБето значка 2 при букв$ 4 въ числител и соотв$тетв. мъЪето 
значка 2 въ знаменател$, посл буквы х, будетъ разъяенено въ 8 63). 
Значитъ, если. напримЪръ, 


®=а” 
то 
1 @® = т 
а потому 
ей От) д". 
Если, напримЪръ, 
| Х (1) = г", 
то не только /' (5) = е", но и" (1) = =". 
Если 
Х (2) = 109 #, 
то 
__ 
Л’ (1) = 
” 1 
Ки 


Значитъ, какъ было сказано, для опредфлен1я второй производ- 
ной, намъ не нужно знать никакихъ новыхъ правилъ, а только 
дважды нужно воспользоваться изв$стными намъ правилами дифде- 
ренцирован1я. Мы остановимся болфе подробно на одной формулЪ, 
а именно на формул для второй производной отъ произведеня 
двухъ функшй. 

Пуеть Х (1) =$ (2).3 (2). 


Тогда по $8 18 мы получимъ сначала: 


Л (2) =Ф (2) У (2) + т (2) 4 (4). 


*) Вводя такое обозначен1е, мы въ дальнфИйшемъ уже будемъ избфгать 
ставить значокъ наверху въ другомъ смысл, напримфръ какъ отличительный 
знакъ двухь разн. величинъ. | 
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Если мы еще разъ продифференцируемъ обф части этого равен- 
ства, то получимъ: 


Д" (2) == [$ (2) +" (в) + з (@® У («1 - [6" (23 @ +7 $ (@)1 


Соединяя подобные члены, будемъ имЪть: 


Д" (2) =э(@)ф"(® + (® У (а) +3" (%)$(®)... (2) 
Вторая производная имфетъ тоже очень простое геометрическое 


значен1е для кривой, которая задана въ прямоугольныхъ декарто- 
выхъ координатахъ уравненемъ у =} (2). 


Мы видЪли раньше, что съ возрастанемъ 
д-са, растетъ и / (2), пока Г’ (1) остается 
положительной. Если же мы это соображе- В иг 
не приложимъ къ }' (5), то мы увидимъ, 
что пока }." (2) остается положительной, т и 
}' (2) будетъ возрастать съ возрастанемъ 
величины х, а это значитъ, что скорость 
возрастаня функшя увеличивается съ воз- 
раставемъ самого 5-са. Возрастате и убы- 
ване мы должны понимать алгебраиче- 
ски, а не по абсолютному значен!ю, счи- 
тая, наприм$ръ, изъ двухъ отрицатель- 
ныхъ чиселъ большимъ то, абсолютное значете котораго меньше. 


Если мы примемъ во вниман!е знаки, то мы должны различать 
сл$дуюппе четыре случая: 


т. ЛУ 
Черт. 24. 


Г. Если /'> 0, {".> 0, то Г растетъ, притомъ сначала тише, потомъ 
скор%е. 

‚ Если /'> 0, }" < 0, то р растетъ, но сначала скорфе, а потомъ 
тише. 

11. Если }' < 0,}" > 0, то р убываетъ, сначала скорЪе, потомъ тише. 

ТУ. Если }' < 0, } "< 0, то г убываетъ, сначала тише, потомъ скорЪе. 


1 


р 


Въ случаяхь Ги Ш кривая выпукла книзу и вогнута кверху. 
Въ случаяхъь Пи [У кривая вогнута книзу и выпукла кверху. 
Значить мы можемъ сказать, что если 


Т" > 0, кривая вогнута кверху. 
7" < 0, кривая вогнута книзу. = 
(ВетрЕчающщеся здфеь термины «кверху» ‘И «книзу» должны, со- 
впадать съ условнымъ отечетомъ положительныхъ и отрицательныхъ 
значенй у-ка). И съ механической точки зр$фн1я значене второй 


производной очень просто. /' выражаетъ скорость измфневя }; }" 
будеть выражать скорость изм$нен1я скорости. Эта величина назы- 
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вается ускорен1емъ. Мнопя явлен1я движен1я легче всего поддаются 
описано, если намъ изв$стно ускорен1е; въ силу того, что ускоре- 
н1е зависитъ отъ состоявная т$ла только въ данный моментъ и отъ 
окружающей его среды, скорость же только тогда можетъ быть опре- 
дфлена, если знать предшествующее состоян1е т$ла. 

(НапримБръ, въ случа$ паден1я тфла, можно лигль тогга опредЪ- 
лить скорость въ данный моментьъ, если намъ язвЪотно, падаетъ ли 
т5ло свободно или оно было брошено, тогда какъ ускорене въ томъ 
и другомъ случав одно и то же). Для того, кто отъ задачъ матема- 
тической физики переходить къ задачамъ хим, должно казаться 
весьма страннымъ, что въ этихъ вопросахъ пока еще не вотрЪти- 
лось необходимости ввести въ раземотрзее ускоренте. 

Процессъ, который мы совершили для нахожденя Ти 2? произ- 
водной, мы можемъ повторить сколько угодно разъ подъ-рядъ и такимъ 
образомъ мы получимъ производныя сколь угодно высокаго порядка. 

Эти послЪдн!я (производныя высшихъ порядковъ) не им$ютъ та- 
кого простого теометрическаго и механическаго смысла, но онЪ 
играютъ большую роль въ вывод формулъ, которыя иИМ$юЮтТь Въ 
анализЪ крупное значение. 


$ 41. Теорема Ролля и теорема о ереднемъ значении. 

Ролль (ВоПе), современникъь Лейбница и Ньютона, въ продол- 
жене своей жизни держался въ сторон отъ исчисленя безконечно 
малыхъ, которое тогда было еще совершенно новой научной дисци- 
плиной, ибо эта дисциплина казалась ему недостаточно строго 
обоснованной. Такъ что можно усмотрЪть небольшую ирон1ю истори 
въ томъ, что одна изъ теоремъ, найденныхъ Роллемъ, представляетъ 
одну изъ основныхъ теоремъ дифферентальнаго исчислевя, если 
эту теорему обосновать чисто аналитически, не пользуясь соображе- 
н1ями геометрическими. 

Эта теорема гласитъ такъ: 

Если имЪются два значен!я 2, и х., для которыхъ н%ко- 
торая функция Г (5) два раза принимаетъ значен!е нуль, т. е. 


Х (2,) =0 и /Х(5,) = 0, 
то между х, и х, должно найтись по крайней м$БрЪ$ одно значение 
д —= Е для котораго ИЕ - 
Ио... .....() 


причемъ предполагается, что / (2) и Г’ (5) непрерывно м5няются въ 
промежуткЪ отъь х, До %.. 

Откажемся отъ аналитическаго способа доказательства, а доволь- 
ствуемся геометрическими соображен1ями. Если } (5) для всего про- 
межутка оть х, до 1, равна нулю, то теорема сама собой очевидна. 
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Если же } (1) не равна нулю на всемъ промёжуткЪ, то предпо- 
ложимъ, что она положительна. (Предположене, что она отрица- 
тельна, трактуется совершенно такъ же). Такъ какъ Г переходить 
оть нуля къ положит. значенямъ; то значитъ, / (2) въ нЪк. проме- 
жуткЪ должна расти, а значитъ }’ (15) должна имфть знакъ --. Но 
7’ (<) не можетъ все время оставаться положительной, ибо въ этомъ 
случа$ } (1) росла бы все время и никакъ не 
могла бы вернуться къ значению нуль. А между 
т$мъ по условию это именно такъ. Однако, мы мор 
поставили услове, чтобы /'(х) м$нялась непре- ао, 35 
рывно (а не скачками) и значитъ: она не мо- 
жетъ перейти отъ отрицательныхъ значен1ЙйЙ къ положи- 
тельнымъ, не пройдя черезъ нуль. Значитъ, между 1, их, }' (1) 
хоть одинъ разъ должна обратиться въ нуль. Т. е. наша теорема 
доказана. Легко видЪть, къ чему бы свелось доказательство теоремы 
Ролля, свободное отъ геометрическихъ соображений. 

Для этого нужно было бы геометрическому представлен!ю, кото- 
рое мы выражаемъ словами «непрерывный переходъ» дать настолько 
точный смыслъ, чтобы изъ такого опред$лен1я ‹непрерывности» не- 
посредственно вытекала необходимость обстоятельства, отм5ченнаго 
жирнымъ шрифтомъ (а именно, что н®которая величина не можеть 
перейти отъ отрицательныхъ значений къ положительнымъ, не пройдя: 
черезъ нуль). 

Простымъ обобщен1емъ теоремы Ролля является  извфотная ‹тео- 
рема дифференц1альнаго исчисления о среднемъ значен!и». 
Геометрически эта теорема можеть быть выра- / 
жена такъ: на непрерывной в%тви кривой, \/ 
съ непрерывно мёняющейся касательной, в 
имБется по крайней мЪрЪ одна точка, въ у 
которой касательная || хордЪ, соединяю- 
щей концы вЪтви (фиг. 26) ый 

Обозначимъ утголъ, подобно тому, какъ мы Г 
это Дфлали въ 6 11, который хорда образуетъ Черт. 26. 
съ осью х черезъ а.; уголъ, который касат. въ НЪк. точкЪ обра- 
зуетъ съ осью х,- черезъ «. Тогда мы будемъ имЪть: 


Х (2,) — Л (2) 


10 9 
У — д, — 1 


и Х' (&), гдз х СК 


Теорема о среднемъ значении говорить: между хх, и х. имЪется 


Г. Буркгардть.—Диффереиц. п пинтегр. исчисленля. 8 
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по крайней мЪр$ одна точка & для которой 


го=Ае А. В 


или, что то же: 
Х (в.) = У (в) + @ — 1) Г’ (9. 

Доказательство этой теоремы можно получить какъ слЪдетве 

теоремы Ролля, если упомянутую хорду совм5етить съ осью х. Или 


можно дать чисто аналитическое доказательство, примфняя теорему 
Ролля къ искусственной функши: 


оф ЕЛ — 0) -- о И 
Производная которой 


ф '(2) = =}! (2) — Г (%,) — 7 (2.) — 7 (2. (2) 


2 —— Ч 


такъ какъ д их. (2) и }(51.) должны при дифференцирова- 
ши разсматриваться какъ постояеныя. 

Въ механическомъ смысл теорема о среднемъ значеви можетъ 
быть формулирована такъ: Скорость въ данный моментъ на протя- 
жени нЪкотораго промежутка времени не можеть быть все время 
меньше или больше средней скорости движеня въ течен1е этого 
промежутка времени. 

Относительно числа, & которое ветрчается въ нашихъ форму- 
лахъ, мы не можемъ сказать ничего боле опред$леннаго (кромЪ ‚того, 
что оно лежитъ между х и х.), пока намъ неизвестно чего-нибудь 
опред$леннаго про Г] (1). Можно дать прим$ры, когда это значене 
Е будетъ весьма близко къ х, или очень близко къ х. или гдЪ-ни- 
будь въ напередъ заданномъ м$5етф между х, и т. 

Пусть, наприм$ръ, дана функшя: 


Х (1) = 1 ( — 3) (< — 36) = 23 — 3 (е-+ 17 96%. 


При х, = 0 их. = 3 выполнены условя теоремы Ролля. 
Уравнение: 
2? — 2 (се) х-н 3 =0 


иметь по крайней МЪрБ ОДИНЪ р лежаший между Ои 3, ка- 
ково бы ни было с. 


Этимъ свойствомъ будетъ обладать р5шене 
в, = е--1-УИ(е- 1} — 36, 
когда с лежитъ между — < и, | и ршетше 
ТЕ в 


когда с лежитъ между 0 и -+- © 
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_ПослЪдЕеШ корень очень близокъ къ нулю, когда с очень мало; 
д, лежитъ очень близко къ 3, когда с близко къ единицф. 
Если с положить равнымъ 


< 


9х 


2—9 
с — — 


Е—3’ 


Гут 





Г 


гдЪ Е есть число, лежащее между 0 и 1, то одинъ изъ ‚ ВОДНОЕ бу- 
деть имЪть значене близкое къ с. \ 

Для многихъ цлей, какъ мы это увидимъ выше, вовсе и не 
нужно знать точнЪ$е число &; важно только знать, что такое число, 
подчиненное даннымъ. услов1ямъ, вообще должно существовать. 

Когда намъ извЪетно, что для всЪхъ значенй $ между 2, и 2, 
должно существовать неравенство: 


(М 


то мы отсюда тотчасъ сдБлаемъ заключене о необходимости суще- 
ствован1я и такого неравенства: 


т (2, — 2) <] (1,) — (1) < М (1, — =), 


Если же на протяжен!и всего промежутка отъ х, до х, }' (Е) от- 
личается отъь величины }/' (1,) меньше, чЪмъ на величину е, то мы мо- 
жемъ заключить отсюда, что разность ХУ (1.) — }(щ.) отличается 
меньше, ч$мъ на е (1, — 2.) оть величины (1, — 2) Г’ (х,). Если 
съ одной стороны е, съ другой стороны (5, — х,) настолько малы, 
что мы можемъ, при требуемой степени точности, произведев1емъ 
: (2, — 2.) пренебречь, то мы можёмъ написать: 


Х (2) — Л (,) © (2, — 21) Л" (1,).(-... - (3) 


Причемъ знакъ с> употребленъ нами, какъ въ 8 30, для выра- 
женя приближеннаго равенства. Такъ какъ х, и 2, въ приближен- 
номъ равенствЪ (3) выражаютъ совершенно произвольныя значен]я - 
х-са, если только выполнено услове непрерывности для этихъ зна- 
чен!й, то мы можемъ совершенно откинуть индексъ 2 и разсматри- 
вать х, какъ перемфнную величину 2х; индексъ 1 зам5нимъ знач- 
комъ 0; тогда равенство (3) приметъ видъ: 


Х (2) <> 1 (4) - (+ — 2) 1' (%о) 

Это равенство выражаеть слфдующее: Если мы желаемъ предло- 
женную функцю / (5) выразить приближенно черезъ цфлую функ- 
цю первой степени: 

9 (2) = Ах + В 


(геометрически: приближенно кривую представить въ вид прямой), 
/ 5:8 
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то мы можемъ положить 
А —=' (%) В =] (%) — 5 Г’ (5%). 
_ Причемъ для х = 2) мы имфемъ тождественныя равенства: 
Х (25) = 9 (2%) 
1" (в) = 9' (№). 
$ 49. Формула Маклорена. 
`Только что полученные результаты выдвигаютъ слфдуюций во- 
просъ. Если намъ дана нЪкоторая функшя Г (1), то не можемъ ли 
мы найти нфкоторую пфлую рацональную функщю д (=), которая бы 
для н$фкотораго частнаго значентя х = х, не только сама и ея пер- 
вая производная имфли бы ТБ же значен1я, что и (2) и }' (1), но 
чтобы подобныя равенства имБли бы м5ето и для н$котораго опре- 
Дфленнаго числа производныхъ высшаго порядка? Проведемъ такое 
вычислен1е для н®которой раплональной функши четвертой степени 
и притомъ для простоты выкладокъ возьмемъ 12, = 0. Положимъ въ 
искомой функщи сначала коэффишенты неопредЪленными, т. е.: 


9 (5) = А + Вх - С? -- Оз Ей... и (1) 
Путемъ послЪдовательныхъ дифференцировавй мы будемъ имЪть: 
9 (=) = Б +2 0-3 Ол -- 4 Еж, 


ее — 2С +6 0х -+ 12 Е, 
д" (2) = 6 0) + 24 Ех, 
(2) = 24 Е. 
Значить - | 
О-о" 
91" (0) = 24 Е. м 


(При этомъ подъ 9" (0), наприм$ръ, нужно понимать величину, 
которая получится, если. мы два раза продифференцируемъ д (5) и 
уже въ полученномъ результат положимъ х = 0). 

Если коэффишенты А, В, С... должны быть опредфлены такъ, 
чтобы имЪли м$ето равенства: 


Х (0) =9(0), Л (0) = 9' (0), " = =" (0), аи (0) =9"' (0), 
ЛИ (0) = 97 (0), 
то для этого необходимо, чтобы: 


4=7 (0), В=Л ©), С=-—5/" (0), 
1 


= за’ 0) 


| @) 


„© | й 
| 
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Итакъ, на поставленный вопросъ мы имфемъ слБдующй отвФтъ: 

П$лая рац1ональная функц1я четвертой степени, кото- 
рая для х = 0 вм$ст$ съ ея четырьмя первыми производ- 
ными тождественно совпадаетъ съ данной 7 (®) и ея соотв. 
производными, имБетъ видъ: 


ов = Роальд". 


То, что нами проведено на функши 4-й степени, можеть быть 
перенесено на функщю любой степени; если мы желаемъ совпаден!я 
производныхъ функщи 9 (5) и }(5) до я-* включительно при х=0, 
то мы въ формул (6) должны прибавить соотв$тственное число чле- 
новъ, составленныхъ по тому же закону; причемъь въ этомъ случа$ 
посл$днимъ членомъ будетъь: 








т (“) (0). 


(То, что при`/ значокъ и выражаетъ у насъ знакъ производной, от- 
м$чается нами скобками при этой буквЪ, чтобы не см$шать этого _ 
символа со степенью). 

Пусть, напримЪръ, 








Х (2) = — у 
Тогда мы посл$довательно получимъ: 
1 
| ае. 1 
Л (2) -- (1 Е 2)? , 
1.2 
7! а 
Г (2) = Би в #2)" 
1 1. 2.3 
Л (2) = — (1- ев 2) ) 
1: 9.3.4 
ТУ ЗЕЕ КВИНЕННИНЕ 
РЕ а = 2)’ 
значить 
Л (0) = 1 
(=. 
Д" (0) = +1.2, 
р" (©) = —1.2.3, 


ДУ (0) = +1.2.3.4. 
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Если мы теперь эти значеня подставимъ въ общую формулу, то 
мы получимъ: 
| 9 (п) = Тане Щи (6) 

Эта. функц1я не только сама, но и ея четыре первыя 
производныя для частнаго значен1я х —=0 совпадаютъ съ 
значен1ями функц!и - - и ея четырьмя первыми производ- 
НЫМИ. 

Теперь является такой вопросъ: можетъ быть, и для другихъ зна- 
чен!й. кромф значен1я х = 0, между функшей д (5) 
будетъ им$ть м$сто упомянутое соотв$тстве? 

Въ данномъ простомъ случа мы можемъ отвЪтить. на этоть во- 
просъ путемъ непосредственнаго вычисления. 

Если бы 9 (5) было равно частному отъ дфленя 1 на 1 -+ 2, для 
всЪхъ значешй х, то мы должны были бы имЪть тождество: 





9 (2). 1-2) =1. 


Однако мы имБемъ въ настоящемъ случаЪ 





д (2). 1) =1%. жены... Я) 
откуда 
1 р 75 
ам р еп 2 В 


Значить 065 функщи д (5) и Е вообще не равны между ‹ со- 
бою, а отличаются другъ отъ друга на оЛиЧиНУ 


77? 


р 





Значить, мы тогда и только тогда можемъ одну изъ нихъ зам$- 
нить другой, когда упомянутая разность между ними такъ мала, что, 
при данномъ требован!и точности, можеть быть отброшена. 

А это будетъь имЪть м5сто въ т5хъ случаяхъ, когда х само мало; 
причемъ х вовсе не должно быть столь малымъ, чтобы мы могли 
пренебречь первой его степенью. 

НапримЪръ, если отъ насъ требуется точность До 4-хъ десятич- 
ныхъ знаковъ, то мы можемъ пренебречь самимъ х-сомъ лишь въ 
томъ случа$, если х < 0,0001; 24° мы уже можемъ пренебречь, если 
д < 0,01. Что касается до 25, то этой величиной, въ предфлахъ тре- 
буемой точности, мы можемъ пренебречь, если х р 0,1. 

‚Поэтому мы можемъ сказать: 

Равенство \ 


1 
хр Ш жа — и... .. (9) 
т - 





А 
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строго справедливо только’ для 4 ==0. Оно в$рно съ боль- 
шимъ приближен1емъ, если х очень мало. Оно справедливо 
съ грубой степенью точности, если х замЪтно меньше 1. 
И оно совемъ не справедливо, когда х близко къ 1 или 
больше 1. 

Наприм$ръ, 0,8? == 0,3 *) а напримфръ 1,2? == 2,4. Значитъ при 
д — 9,8 ошибка простирается до 0,3, для х же = 1,2 эта ошибка бу- 
детъ почти въ 2'/, раза больше настоящей величины нашего выра- 
женя. 

Мы должны тутъ едфлать одно общее зам$чане. Равенство эле- 
ментарной алгебры справедливо или для н$котораго конечнаго числа 
значений перем5нной или оно справедливо для всЪхъ значений пере- 
мфнной; если н$которое алгебраическое равенство строго справед- 


ливо для всфхь значенй 2-са, которыя, напримЪръ, < тб. ТО оно спра- 
ведливо будетъь вообще для вс$хъ значей х-са, для которыхъ обЪ 
его части имфютъ вещественное значене. Если же нЪкоторое равен- 
ство только приближенно справедливо для нфкотораго промежутка 
значен1й х-са, напримфръ, для всЪхъ значений х-са, меньшихъ, чЪмъ 
нфкоторая опред$ленная величина а, то изъ этого ни въ коемъ 
случа не слФдуетъ, что равенство будетъ существоваль и вн*% этого 
промежутка. 

Раземотримъ еще на численномъ примЪрЪ, какъ будетъ обетоять 
ДЪло съ нашимъ равенствомъ (9), когда мы 1-су дадимъ не очень 
малое значене, наприм$ръ х = 0,3. Тогда мы будемъ имЪть: 


| — 1 х — 0,3 
д? = 0,09 и 0.027 
2“ — 0,0081 х + 21° = 0,327 
|] + 2-—<' = 1,0981 
—ж — 21° = — 0,327 
9 (2) = 0,7711 
Истинное же значен!е равно. 
1 
я = и 
т5 = 0,769 


значить ошибка приближенной формулы тутъь равна 0.0019: Вы- 
числяя 41°’, имфемъ 2° = 0,00243: 
| 2% — 0.00943 
ре а 008 
(приблизительно). 


< 


| 1 
*) Приближенныя равенства съ точностью до —. 
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значить оба результата совпадаютъ. 

Сдзлаемъ теперь нфкоторыя обпая заключен1я на основании по- 
лученныхъ нами свойствъ формулы Маклорена. 

Если значен1я функшй }(5) и 9(42) при х = 0 тождественно 
равны другъ другу, то, конечно, если предположить нЪкоторую «рав- 
ном5рность хода» этихъ функщй, значен1я этихъ функшй для зна- 
чен1й х-са, близкихъ къ нулю будуть другь къ другу ближе, чёмъ 
значенля двухъ любыхъ функшй, которыя при х —= 0 не были тож- 
дественно равны другъ другу. Конечно, это замБчане справедливо 
только для малыхъ значен!Й х-са. Ибо при дальнфйшемъ измфнени 
дв$ первыхъ кривыя (у = / (5) и у=9(1)) могутъ другъ отъ друга 
удалиться весьма значительно; а вторыя, наоборотъ, сблизиться другъ 
съ другомъ. 

Если еще, кромф того, обЪ кривыя у =} (2) иу=9(2) при 
1—0 имфютъ общя касательныя (значення }' (5) и 9' (<) при х=0 
тождественно равны другь другу), т. е. одинаковое начальное на- 
правлен1е, то недалеко отъ х = 0 ихь взаимное сближеше будетъ 
болБе глубокое, ч$мъ въ томъ случаЪ, когда касательныя не одина- 
ковы. `ОнЪ$ въ этомъ случаЪ, близко отъ начала координатъ, мало 
будуть уклоняться другъ отъ друга и, значитъ, область, въ которой 
онф мало отличаются одна отъ другой, будетъ простифаться дальше, 
ЧЪмъ въ томъ случа, когда эти кривыя имБютъ только одну общую 
точку въ начал съ различными касательными въ ней, если, опять 
таки, предположить боле или менЪе равномфрный ходъ этихъ кривыхъ. 

Если при д = 0 и 06% вторыя производныя нашихъ функщй 
имфютъ одинаковыя значен1я, то все то, что было сказано про У (=) 
и 9 (5), можетъ быть теперь перенесено на }' (12) и 9' (12), и отсюда 
можно будетъ заключить опять-таки, что самыя функщи } (5) и 9 (5) 
ВЪ ЭТОМЪ случа будуть близки другь къ другу еше на большемъ` 
протяжени, ч$мъ въ предыдущемъ случа. Такъ можно разсуждать 
и далЪе; чБмъ больше производныхъ при л =0 им$етъ равныя зна- 
чен1я, тёмъ больше, ‘при прочихъ равныхъ услов!яхъ, можно раз- 
считывать на близкое совпаден1е обфихъ функшй (кривыхъ). 

Однако безъ дальнфйшихъ разсужден1й видно, что въ этомъ раз- 
суждени мало математическихъ основаюй, ибо мы дЪлаемъ тутъ 
постоянно прибавку: «боле или менфе равном5рный ходъ функщи», 
что собственно не представляетъ изъ себя понятля математическаго. 

Значитъь на эти выводы мы только тогда можемъ ссылаться, 
когда мы будемъ уже убфждены въ такой равномфрности хода явле- 
ня изъ оснований естественнонаучныхъ. Кьъ вопросу о боле точномъ 
математическомъ опред$лении условй справедливости нашихъ при- 
ближенныхь равенствъ мы еще вернемся ниже. 
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$ 48. Формула Тайлора. 

Формула Маклорена даетъ нЪкоторую раплональную цфлую функ- 
цю, которая сама и производныя которой до я-2"° порядка включи- 
тельно совпадаютъ въ своихъ значен1яхъ съ данной функшей и ея 
п первыми производными для частнаго значенмя х = 0. Прибли- 
женно этой рамональной функшей мы можемъ замфнить данную. 

Если бы мы хот$ли получить упомянутое совпадене не для 
частнаго значен1я х = 0, а для нЪкотораго значеня х = х,, то мы 
легко можемъ достичь этого, вводя новую перем$нную & подстанов- 
кой & = — *.. ПослЪ этой зам$ны перемЪннаго, } (х) становится'у 
насъ функщей новаго перем$ннаго & и эту новую фунешю 1 мы. 0бо- 
значимъ знакомъ о (*).. 

Производная }'(х) равна въ этомъ случаЪ производной функшя 
ф (5), взятой по &, что мы обозначимъ знакомъ ф' (Е), умноженной на 
производную величины & по пероманном х; но эта послдння вели- 
чина равна 1. 

Значитъ, мы просто будемъ имЪть: 


= 
| ф' (&) =/' (1) 
причемъ нужно только помнить, что дифференцироване лЗвой части 
совершается по & а правой по г. 


Такъ же: | 
Н Ее. Г! 
ф" (& =" (2) 
ит п. 
Положимъ теперь & = 0; это все равно, что положить 
И 2. 


‚Тогда мы изъ формулы Маклорена для ф (и ерене формулу 
Тайлора для / (2), а именно: 


1 (оу) (#—%) }' (а) В (тн 5 о (д) 


Изъ этой формулы мы снова можемъ получить 'ф. Маклорена, 
если положить х, = 0. (Собственно ф. Маклорена представляетъ изъ 
себя лишь частный видъ ф. Тайлора, и то, что эта формула имфеть 
свое собственное назване, не вполнф правильно, ибо открыте Тай- 
лоромъ его формулы предшествовало работамъ Маклорена). 


$ 44. Три важныхъ частныхь случая формулы Маклорена. 

Если мы въ формул Маклорена вм$ето } (2) возьмемъ какую- 
нибудь опредфленную функшю, то мы получимъ частные случаи 
этой формулы. 

Изъ этихъ спещальныхъ случаевъ мы остановимся на трехъ въ 
силу большого числа приложешй этихъ формулъ. 
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1) Положимъ } (5) =(1-= 2)”, гдЪ т будетъ представлять любое 
(не только цфлое и положительное) число; тогда мы будемъ имЪть: 


У ие 
Е" ()=т (т— 1) (1-5 #2)”, 
Л" (в) =т (т— 1) (т— 2) (1+ 2)”-3, 


х (0=ь, 


#’ (0) =, 
у" (О =т (т 1), 


р" (0) = т (т— 1) (%— 2), 


Откуда и получимъ формулу бинома Ньютона: 


=: — 1) (т-— 2 
т (т— 1) не: № (т — 1) (т ) 28.28 


2) Положимъ { (1) = г". 

Ве производныя этой функщи равны между собой, а при х=0 
равны 1; мы получаемъ такимъ образомъ формулу Ньютона и Ивана 
Бернулли для показательной функши :е*: 





2 7;3 7“ 


ое ЗИ а (2) 
т. а. 8. ея 





Если мы желаемъ получить такую же формулу для разложеня 
натуральнаго ‘` логариема въ рядъ, то функшя 09х для этой цфли 
непригодна, ибо при х—=0 эта функшя иметь безконечно большое 
значен1е, но мы можемъ разсматривать функщю / (1) = 09 (1%); 
тогда мы получимъ: 





(= 109(1-%, 
у > 1 
л®= 1. 


11 ей Е. 
7 а! 


р (2) Е Е т 5 


> бе, В 
л Е 
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значитъ: У (0—0, 
"О =Ь 
У" 0) =-Ъ 


р" (0) = 1.2, 
Ди (0) =— 1.8.3. 


Отсюда получается формула Н. Меркатора: 


2. 123 77“ 
[09 (5) од — 5 3-5 умна (3) 


Съ помощью формулы для показательной функши мы безъ о0со- 
беннаго труда можемъ вычислить значеше е, и гораздо проще, ч$мъ 
на основани разсуждевшй 8 32. 

Для этого только въ формулЪ (2) достаточно положить = 1. 
Отдфльные члены формулы тогда очень легко вычисляются одинъ 
за другимъ, причемъ для того, чтобы получить каждый послЪдую- 
ий членъ изъ предыдущаго, достаточно этоть послфдей раздЪлить 
на н$котораго простого множителя. 

Если мы желаемъ вычислене сдфлать съ точностью до 4-хъ де- 
сятичныхъ знаковъь, то намъ нужно отдфльные члены ряда вычислить 
съ точностью до 5 десятичныхъ знаковъ изъ опасен1я, что ошибки 
вычислен1я, полученныя на каждомъ членЪ, въ суммЪ могутъ дать 
довольно значительную величину. Мы будемъ имЪть: 


| 

= 1 

1 в 

о ЕЕ 0,5 

] ви ` 

51 = 0,16667 
1 к 

= 0,04167 
1 — 0.00883 
при У 

: — 0.00139 
о, 

. —= 0.00020 
ое р 

1 д 

51 = 0,00002 


е = 2,7183 
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Мы можемъ удовольствоваться меньшимъ числомъ членовъ ряда, 


1 
если мы положимъь = и будемъ, значить, вычислять сначала 
величину Уе: 


— 


1=1 
: — 0,5 
Е в — 0,195 
(5). — 0,02083 
т Е — 0.00960 
5 ы — 0.00096 


Ве м 
— 0,00002 


> 


Ие == 1,6487; 





правда, намъ остается еще произвести умножен1е этого числа на 
самое себя, чтобы получить число е. 

Формулой (3) Меркатора мы можемъ воспользоваться для вычи- 
сленя натуральныхъ логариемовъ чиселъ; сама формула, собственно, 
не особенно удобна для непосредственнаго пользован1я ею, ибо намъ 
при этомъ нужно будетъ брать слишкомъ большое число членовъ 
для того, чтобы достигнуть достаточной степени’ точности. 

° Но изъ этой формулы мы можемъ получить и полезные для прак- 
тики результаты; для этой цфли положимъ въ ней сначала вмЪ$ето х, 
— 5; тогда мы будемъ имЪть:. 

7:2 73 77% 
Пу 9) со — Ри =. оо @ © (4) 

Эту формулу свяжемъ съ формулой (3) путемъ вычитаня. Будемъ 
ИМБТЬ: 


1-х 223 22° 
3 5 


ии ре В) 


Если мы желаемъ, напримфръ, вычислить 1092, То для этого 
нужно положить: 
1х __ 1 


ра откуда и 
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Тогда мы будемъ иИмЪтЬ: 


1 
= = 0,33333 = 0,33333 


© 


— 0.03704 — 0,01235 


.( 
т 


при... 

`Мазынные-”” 

@л © 

их ет 
ры 


© | на рые 


— 0,00007 


и - 


> 

3 

1 

| = 0,00412 
3 
1\7 

: — 0,00046 


) 
а — 0,00082 
А 
т За 





03 4657 


значить 
109 2 — 0,6931 


какъ и $ 30. 

Если мы желаемъ вычислить логариемы и дальнфйшихъ чиселъ, 
другими словами, составить цфлую логариемическую таблицу, то мы, 
насколько это возможно, будемъ пользоваться уже вычисленными 
логариемами. 

Мы имЪемъ, наприм$ръ: 


д = 092+ №95 - 





Положимъ: 
сы АИ ля этого нужно ПОЛОЖИТЬ А 
фея О у _ 5 
Тогда мы будемъ имЪть: 
1 1 
а — и 0.9 
р 0,9 5 0, 
и — 0.008 : 2 — 0,00267 
5 3 5 
5 / 5 
1) — 0.00038 > 5) — 0,00006 
5 | 5 5 
ы 0,20973 
значить 
109 о — 0,4055 
м 093 = 1,0986. 


Для того, чтобы вычислить логариемъ 4, мы можемъ воспользо- 


ваться или равенствомъ: | 
094 = 2098 
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или равенствомъ: | 
[00 4 —= 093 -- ПЕ 

Если мы сд$лаемъ вычислене по той и другой формулЪ, то 
у насъ т5мъ самымъ будетъ и желательный контроль вфрности на- 
шихъ вычисленшй и т. п. 

Конечно, работу можно сокращать различными искусственными 
упрощен!ями. 

Логариемы Бригга, которыя мы имБемъ въ обыкновенныхъ табли- 
цахъ (ср. $ 31), получаются изъ натуральныхъ логариемовъ путемъ 
умноженая этихъ посл$днихъ на нфкотораго полученнаго въ упомя- 
нутомъ параграфЪ множителя. ' 


8 45. Лфйетвя надъ «малыми» величинами. 

Мы будемъ называть «малыми» такля величины, первыми степе- 
нями которыхъ мы не можемъ пренебречь въ: нашихъ выкладкахъ, 
но квадратами которыхъ или произведенями этихъ величинъ по 
цв, а также произведен1емъ этихъ квадратовъ или попарныхъ про- 
изведен!й на не очень больше численные коэффищенты (напримЪръ, 
до 5 или 6) мы уже будемъ въ состоянши пренебречь. Какъ малы 
должны быть эти величины, зависитъ, конечно, раньше всего отъ 
требуемой точности вычисления. 

Если, напримЪръ, точность. требуется до двухъ десятичныхъ зна- 
ковъ, то величина можеть считаться малой, если она не превы- 
шаетъ 0,02. 

Есля 6, е, Е суть такля «малыя»х величины, то приближенно им ютъ 
силу слдуюния равенства, которыя частью получаются непосред- 
ственной повфркой (умноженемъ), частью же на основаеи 8 44. 


(1-н5) (1-е) 1 + 0-е в ое рыть: В) 
(1+8) (1+ ®) (1+ Эт -е+ё...... (2) 
(1-05) 1-6... (3) 
Въ особенности же . | 

(18) 1—8... о (4): 
[Еее о) `о5 ЕЕ 20: д роенежын 9) 
718 1+5 г 5 в © ш м а (6) 

1 0 
ОИ а = са. в. ое м ма (7) 

Ут 8 2 
а в) 


09 (1-5) 9 „ее. (9) 
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Всзми этими формулами очень часто пользуются, когда при раз- 
работк5 опытныхъ данныхъ имфютъ въ виду принять во вниман]е 
различныя посторонная обстоятельства, вродф измфнен!1я темпера- 
туры или барометрическаго давлен1я или плотности земного магне- 
тизма, и т. п. 

Формулы эти точны «до членовъ второго порядка исклю- 
чительно». Это значитъ, что мы въ этихъ формулахъ уже прене- 
брегли квадратами и произведен1ями малыхъ величинъ, взятыхъ 
По ДВЪ. 

Очень часто приходится имфть дфло съ величинами, которыя не 
такъ малы, чтобы мы, при поставленномъ услов!и точности, могли 
пренебречь произведенями ихъ по двЪ (или квадратами); кубами же, 
или произведен1ями этихъ величинъ по три, мы пренебречь уже въ 
состояти. Въ этихъ случаяхь мы имфемъ формулы, «точныя до 
членовъ второго порядка включительно» (до членовъ третьяго 
порядка исключительно). 

Такъ напримЪръ, 


(1-+ аб -н 652)? > 1 За6-+ (а 865) 06°... . (10) 
ИЛИ: 

1 -+ а6 з ь о 

1-5 <®1- (@—6 8+6 — @а6) 5°..... . (11) 


Послфднюю формулу примфняютъ при случа и въ обратномъ 
смыслЪ: ‘она можетъ дать намъ выражен1е пфлой функши второго 
порядка въ видЪ дробной функши съ числителемъ и знаменателемъ 
перваго порядка. 

Сд$лаемъ, напримЪръ, эту операшю для функши: 


1 -н 76 -н 96°. 


Величины а и 6 найдутся изъ сл5Бдующихъ уравнений: 


| а — 6 —; 
р (а— 6) = — 9. 
Тогда мы получимъ изъ нихъ: 
9 7-9 
р——-, а, 
г у 


аа слБдовательно, 


Не а ВИ 
1 — 96 
Изъ различныхъ комбинашй данныхъ формулъь мы можемъ по- 

лучить и друпя, которыя даютъ намъ приближенныя формулы для 


1 Уб-+ 98° со 
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бол$е сложныхъ случаевъ; напр. 


аб 


1 
ол + (54—35) ... ‚18 


И _ | 60 


©2| +1 65| = 


Однако при этомъ нужно слЪфдить за тфмъ, чтобы при комбини- 
рованйи членовъ, которыми мы потомъ пренебрегаемъ, не получить 
столь большихъ коэффишентовъ, которые выходятъ за пред$лы, до- 
пускаемые точностью; такъ что осторожнЪе будетъ вычислять отдЪль- 
ные члены съ большей точностью, чЪмъ того требуетъ конечный 
результатъ. 

Въ прикладной математик$ очень часто это не д$лается. Но тогда 
нужно имЪть въ виду, что мы исходимъ въ этомъ случаф не изъ 
математическихъ, а естественно научныхъ заключений. 


$ 46. Приближенные способы рфшен1я ур-н. 

Если намъ нужно рфшить численно н$фкоторое уравнен1е съ чи- 

сленными коэффишентами, то при р5шен1и уравнен1й высшихъ сте- 
пеней эта задача не можетъ быть сдлана при помощи общихъ фор- 
мулъ, составленныхъ изъ коэффищентовъ уравненя. Во многихъ 
случаяхъ такихъ общихъ формулъ нЪтъ вовсе. 
' Въ другихъ случаяхъ имфюпаяея обпая формулы весьма плохо 
приепособлены для численныхъ примфненй. Въ этихъ случаяхъ 
намъ на помощь приходятъ методы приближенныхъ вычислений кор- 
ней, которыя даютъ намъ возможность послБдовательно ближе и 
ближе подходить къ истинному значению корня. 

При это не нужно думать, что такой процессъ приближен1я но- 
ситъ менфе математическай характеръ, ч$мъ пользован1е формулой; 
потому что, наприм$ръ, какъ мы имЪемъ въ случа$ квадратнаго 
уравнен!я, извлечен1е квадратнаго корня, которое требуется форму- 
лой, можеть быть сдфлано только путемъ посл$довательныхъ пробъ, 
при чемъ одна десятичная цифра опред$ляется за другой и при чемъ 
весьма часто можетъ случиться, что нфкоторая ране опредЗленная 
цифра должна’ быть потомъ увеличена на 1 или 2 единицы. 

Ибо по существу уже даже простое вычитане и двлене иИМЪЮтТЪ 
вышеупомянутый характеръ. 

Большинство этихъ приближенныхъ ны предполагаютъ & 
рг1отт, что намъ извфстно н%которое приближенное значен1е корня. 
И даютъь намъ методу— изъ этого даннаго корня ‚получить лучший 
корень. 

Въ приложен яхь анализа въ большинствЪ$ случаевъ изъ ` самой 
природы задачи мы‘ можемъ намЪтить границы, въ которыхъ необхо- 
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димо долженъ лежать искомый корень. Для алгебраическихъ ур-Шй 
дается алгебраическлй методъ, при помощи котораго мы во вефхъ 
случаяхъ можемъ найти таюмя границы. (Для не алгебраическихъ, 
такъ называемыхъ трансцендентныхъ, уравненй— по самому суще- 
ству дла, не можеть существовать какой-нибудь общей методы). 
Самой простой изъ этихъ методъ является та, по которой, путемъ 
простыхъ пробъ, уменьшается промежутокъ, въ которомъ долженъ 
заключаться корень. Дадимъ на это примЪръ. 
‚Пусть дано уравнен!е 


21° —З%-1=0. (че ь.(1Т) 


Обозначимъ лфвую часть этого уравнен!я черезъ у = Х (2). 

Задача р5шевя этого ур-н1я сводится такимъ образомъ къ сл\- 
дующему: нужно найти значения х-са, для которыхъ соотвЪтетвен- 
ныя значения у-ка равны нулю. Геометрически это значитъ: найти 
точки пересЪчен!я кривой, ур-н1е которой есть у = } (2), съ осью 
х-совЪ. 

Для х = 0, у = 1. Значить число положительное. Значить около 
д, == 0 кривая проходить надъ осью 5-совъ. 

При 5х. =1, у. = — 1, т. е. величина отрицательная. Значить, 
около х, = 1 кривая проходитъ подъ осью 2-совъ. Но эта кривая 
непрерывна. Значить по теоремЪ, которую мы уже часто упоминали, 
эта кривая изъ области положительныхъ у-ковъ не можетъ перейти 
Въ область отрицательныхъ у-ковъ, не перес$кая оси х-совъ. 

Значитъ, между х = 0 и х = 1 находится, по крайней мЪрЪъЪ, 
одинъ корень уравнения. 

Этоть корень мы нашли, такимъ образомъ, съ точностью до 
единицы. | 

Если эта точность недостаточна, тогда мы можемъ, путемъ пробъ, 
сузить промежутокъ, въ которомъ долженъ лежать корень. 

Мы можемъ взять на пробу любое значене х, лежащее между 0 
и 1, и зат$мъ: посмотримъ, будеть ли для этого значенля 5-са у по- 
ложителенъ или отрипателенъ. 

Если мы не имемъ никакихъ спещальныхъ данныхъ, то есте- 
ственнЪе всего попробовать х, = о. 

Тотда мы получимъ: 

| 1 3 Е ПРО 
Уз’ Л В ты 8 о 


— = ] о 5. 
` = р ® 


© 


го 


это величина отрицательная. Значить между хх, и х, есть по край- 
ней м5рЪ одинъ корень. (Напротивъ для насъ совершенно остается 
открытымъ вопросъ относительно того, есть-ли корень между х. и т.; 
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можно только сказать, что въ этомъ промежутк$ или совсБмь нЪтъ 
корней, или четное число ихъ, либо кратные корни, сосчитанные по 
числу показателя ихъ кратности). 

Такимъ образомъ, промежутокъ, въ которомъ необходимо долженъ 
лежать корень, уменьшенъ на половину. 

Повторен1емъ подобнаго разсужден1я можно испробовать значеня 


оф 
х-са, равныя 1, 5...., Т. е. уменьшая все болЪе и болфе проме- 


жутки, въ которыхъ долженъ лежать корень, причемъ этотъ проме- 
жутокъ можно сдБлать сколь угодно малымъ. НапримЪръ, достаточно 
было бы подобное дфйстне сдЪлать 10 разъ, чтобы свести этотъ про- 
межутокъ до 0,001. 

Часто бываетъ полезнымъ нфсколько видоизмЪнить этотъ способъ. 
Погр5шность значен1я у-ка, которая получилась, когда мы положили 
х, = 0, была равна 1; погршность, которую мы сдЪфлали, полагая 
9 —= 5 была (по абеол. знач.) 8: | 

Отеюда видно, что значен1е х, лучше, чЪфмъ х, и что искомый 
корень ближе лежитъ къ значеншю 2,, чВмъ къ х, и приблизительно 
ВЪ томъ же отношеи, въ какомъ находятся самыя погрёшности. 
Поэтому является боле цфлесообразнымъ для‘х. (новой пробы) взять 
то значене, которое дБлитъ промежутокъ между х и х. въ отноше- 
ши погр5шностей, т. е. другими словами вычислить 2. изъ пропорщи: 


3 
(95 — 2): (ФЕ6— 21) ==: Л г ое ое а а . (2) 
откуда получается 
поет, 
о: 2. Л 


Этотъ способъ носить назване, «способа двухъ чашекъ вЪеовъ» 
и быль извфстенъ уже арабскимъ математикамъ; теперь его обыкно- 
венно называютъ «ДвоЙнНыЫмМЪ ложнымъ допущешемъ». 

Для дальнЪЙшаго рекомендуется еще найденное значене 2. обра- 
тить въ десятичную дробь; но при этомъ было бы совершенно без- 
полезнымъ опредфлять много десятичныхъ знаковъ этой дроби, ибо 
мы можемъ навЪфрное ручаться только за очень небольшое число зна- 
ковъ, а потому небольшое отклонете отъ истиннаго значен1я х. не 
имфетъ никакого значен1я при дальнЪйшихъ вычислен]яхъ. 

Совершенно достаточно, если мы возьмемъ для 

д. — 0,36, 
что намъ дастъ для 


9/4 = 0,047 — 1,08 1 = — 0,033, 


т. е. погрёшность значительно меньшую, чЪ$мъ прежде. 
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Мы можемъ теперь величины 
д, = 0 их, =: 0,36 
опять связать вмъетъ со звачетемъ 
у, —= 1 у. = — 0,033 
по вышеуказанному способу, и такимъ образомъ получить новое 
число &.. 

Впрочемъ, когда мы уже зашли такъ далеко, больше рекомен- 
дуется дальше слЪдовать способу, данному Ньютономъ. Значене 
 — д. есть приближенный корень. Пусть истинное значене корня 
ровно будетъ 1. - 5, гд$ о есть величина малая, квадратомъ и выс- 


шими степенями которой мы можемъ пренебречь. 
По формулЪ5 Тайлора 


у (7. ег. 6) ©] (х.) тт о’ (х.). 
Выберемъ теперь 5 такъ, чтобы Г (5. 6) = 0; мы должны имЪть 


тогда, | 
5 — №... ..... (3) 





Въ этомъ и заключается способъ Ньютона. 

Геометрическое значен1е этой методы очень просто; она сводится 
(см.`5 41) къ тому, что вм5ето точки перес$чен1я кривой у =} (х) 
съ осью 2-совъ, ищется перес$чеюе съ осью х касательной къ этой 
кривой въ точкЪ, соотв$тетвующей 5х —= 4.. Это обнаруживается еще 
тЬмъ, что очень часто способъ этотъ приводитъ насъ къ ошибоч- 
‚ному результату: а именно, когда и ордината кривой въ точкЪ х 
очень мала и когда эта точка лежить уже очень близко къ точкЪ 
перес$чен1я кривой съ осью х-совъ, все-таки возможно, что кривая 
все время идетъ очень параллельно къ оси х и только потомъ заги- 
бается, такъ что перес$чен1е касательной въ точк$ 4. съ осью х-совъ 
лежитъ дальше отъ ‚точки перес$чен1я кривой съ осью х-совъ, чЪмъЪ 
сама точка х.. И слфдовательно, новое приближенное значен1е не 
лучше, а хуже прежняго. 

Значитъ, всегда при пользованйи этимъ способомъ при нахожде- 
ви каждаго новаго приближен1я полезно пров$рить, будеть ли новое 
значен1е лучше раньше найденныхъ. 

Для нашего прим$ра: 


, д: — 0,36. 
7 (х.) У насъ уже вычиеслено: 
у (х:) — — 0,033. 
Возьмемъ теперь - | и | 
9 = 9 да бас е Жо 
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эначитъ 
К’ (21) = 0,39 — 3 = — 9,61. 
Значитъ 
| 0.033 
0 — —. — = — 
51 0,013, 
а потому 


%.; — (4 а о — 0,347. 
Цля пробы вычислимъ 
1/5 —= 0,04178 — 1,041 1 = 0,00078. 


Значитъ, на самомъ дЪлЪ, ошибка сд$лалась еще меньше, хотя 
еще не очень мала. Сд$лаемъ этотъ процессъ еще одинъ разъ;: мы 
получимъ: 





1' (х,) = 0,361 — 3 = — 2,639 
‚ _ 0,00078 _ . 
8 — 639 = 0,0008. 


Ж =, 6 = 0,3478. 


Если мы хотимъ идти еще дальше, то воспользуемся логарие- 
мами; мы получимъ: = 


[09 %; =  0,54070 —1 2 [09 х; = 0,08140 —1 
3 00 1, = 0.62910 —2 х.? — 0,1906 
1.3 —=  0,041889 | 3,2 = 0,3618 
] + 1.3 —= 1.041839 7’ (== 3х. — 8 = — 9,6382 
—3л, = 1,0419 
(в) = -— 0,000011 — 
. - 0000011 в 
© — — 5 6382. — -— 0,000005, 
значить 


д) = я, +8 = 0.347995. 


Туть мы не можемъ быть увфрены за посл$днюю цифру. Можеть 
быть, она и вЪрна, однако для в$рности нужно было бы вести вы- 
числен1е съ бол5е многозначными логариемами. Какъ показываетъ 
данный примЪфръ, этотъ способъ очень быстро ведетъ насъ къ цЪли, 
если только сдБланы первые шаги. Можно безъ доказательства при- 
нять къ свЪдЪн!ю: если не ветр$чается на нашемъ пути особенно не- 
благопр1ятныхъ случаевъ, то можно расчитывать на то, что когда мы 
правильно нашли п десятичныхъ знаковъ, то слБдуюций шагъ дасть 
намъ еще (% —1) знакъ, такъ что мы будемъ уже имть опредЪлен- 
ными 2 — 1 знаковъ; однако при этомъ нужно имЪть въ виду т5 
ошибки, которыя мы сд$лали при промежуточныхъ вычислен!яхъ. 
Ввиду этого нужно замЪтить, что на первыхъ порахъ отдфльные 
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члены / (х) нужно вычислять очень точно, ибо обыкновенно эти 


члены взаимно уничтожаются. 

При вычислении /' (7) можно ограничиться меньшею точностью, 
ибо обыкновенно отъ одного шага къ другому Г (5) м$няется не 
очень замЪтно. 

Нужно только исключить тотъ случай, когда }’(х) вблизи иско- 
мой точки имфетъь очень малое значене. 

Въ этомь случаЪ обстоятельства вообще неблагопр1ятны, ибо пе- 
ресЪчен1е касательной съ осью л-совь даеть такъ называемое (ВЪ 
график$) скользящее сЪчене. Въ этихъ .случаяхьъ болфе рекомен- 
дуется примфнене перваго способа («двойного ложнаго предположе- 
ня»), который именно въ подобныхь случаяхъ даетъ очень хороше 
результаты. 


9 47. РЬшен1е уравнемй путемъ послфдовательныхъ приближений. 

Мы дадимъ тутъ еще другой способъ р5шеня уравнен!й, кото- 
рый во многихъ случаяхъ можетъ быть весьма полезнымъ. 

Цля того, чтобы. прим$нить этотъ способъ, приведемъ наше ур-н1е 
КЪ такому виду, чтобы въ одной части. оставался одинъ 2, т. е.: 


(о о ом ое ПИ 


что можно сд$лать весьма различными способами. | 
Начнемъ тогда съ какого-нибудь совершенно произвольнаго зна- 
ченя х. Практически, конечно, лучше взять значене, близкое къ 


искомому, и вычислимъ рядъ значенй: 
2 вы р (2), 
д. —? (2, ), 


ды) ож з фо 21 


2, — бе 


Во многихъ случаяхъ весьма скоро два значення т, и Хх, при 
- требуемой степени точности, будуть имЪть одно и то же значение. 
‚Мы имЪемъ въ этомъ случа$ приближенное равенство: 


ЕТ С а. в о. р. а (3) 


т. е. мы нашли значене х-са, которое «почти что» обращаетъ дан- 


ное равенство въ тождество. | 
Можемъ ли мы заключить изъ этого, что х, есть приближенный 
корень ур-н1я. Очевидно, что во всЪхъ случаяхъ мы этога утвер- 


ждать не можемъ. 
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ВЪдь кривая у = / (1) могла очень близко подойти къ оси х-овъ, КЪ 
однако не пересфчь ея, а снова отъ нея удалиться. 
Это заключене мы вправ$ сдфлать въ одномъ случаз, а именно, 


когда: 


вблизи разсматриваемой точки не мала, т. е. когда Ф'(х) значительно 
меньше |. 

Если мы прим$нимъ этотъ способъ къ выше нами раземотрЪн- 
ному примБру, то мы будемъ имЪть: 


28-1 
3 
Тогда | 
г] 536: 2 
ф И — 3 
т. е. значене $’ (1) будетъ значительно меньше 1, если только х 
хотя бы немного меньше 1. 
Поэтому въ данномъ примЪ$р$ мы можемъ рен упомяну- 
тый способЪъ. 


: о у 
Мы начнемъ со значеюя х = 3; тогда мы получимъ: 

о 

_- 1% 8 _ 35 

Дал$е: 

0,43. 0,43 
0,172 
13 

0,185 . 0,43 
14 
5 
и. —= 0,079 


(Вполн$ достаточно умножене вести съ точностью до двухъ деся- 
тичныхъ знаковъ). 
Поэтому: 
1.079 


д, = = — = 0,36. 


Дал$е будетъ боле цфлесообразнымъ вести счетъь при помощи 


*) Мы имземъ въ данномъ м%стЪ и дальше приближенныя равенства. 
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_ логариемовъ и счетной машины. Мы будемъ имЪть: 





09 0,36 = 0,5563 — 1 

3 09 0,36 = 0,6689 —2 
1 +- 2,2 = 1,0467 

ды == 0.349 

09 2. == 0,5498 — 1 

3 ю9х. == 0,6284 — 2 
1] + 2.? = 1,0425 
ХА — 0,3475 


[09 ХФ. — 0,54095 —1 
3 ю9 2х. = 0,62285 —2 
1+ мт =— 1.04196 

д. == 0,34732 

[09 1. == 0,540726 — 1 
3 ю9дл. == 0,622178 — 2 
|] + 5,3 == 1.041897 

д, == 0,341299. 





Предпосл$дняя цифра можетъ тутъ считаться вЁрной. 

За посл5днюю цифру, при пользовании пятизначными таблицами, 
мы вообще ручаться не можемъ. | 

Мы видимъ уже по этому примфру, что этотъ способъ, когда не 
‘требуется большая степень точности, быстро приводить насъ къ хо- 
рошему практическому результату; но, начиная съ нфкотораго мЪета, 
гораздо тише ведетъ насъ къ цфли, ч5мъ способъ Ньютона. 

Значитъ, этоть способъ рекомендуется примЪнять тогда, когда 
мы можемъ и хотимъ довольствоватьея небольшой степенью точ- 
ности. 

Передъ способомъ Ньютона, этоть способъ имфетъ то преиму- 
щество, что его очень легко примфнить и къ р5шеню системъ 
уравнений съ н$сколькими неизвЪфстными. Особенно слЗдуетъ обра- 
тить вниман1е на тотъ случай, когда мы им5емъ дфло, что очень. 
часто имфетъ мЪето, съ системой уравней линейныхъ, и притомъ 
такихъ, что въ каждомъ изъ уравнен!й коэффищентъ при одной не- 
известной величин$ значительно больше коэффишентовъ при другихъ 
неизв5стныхъ, причемъ это обстоятельство имфетъ мБето въ каждомъ 
ур-и для новой неизвЪстной; напримфръ, пусть дана система: 


17 у = 38 
я + 59 = 20. 
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Возьмемъ, какъ первое приближене: 
х=0 и у—=0. 


Тотда второе приближене будетъ:. 














38 20 
= = 5,4; И 4% 
Третье приближение: 
д ыы А м 
р 4.86; у 2094 090. 
: , 5 
Четвертое: 
38 —9,99° 3508 _ 
— = == ЕО] 
( 1 
20 — 4,86 15,14 
у=: =“ = 3,08 
5 5 
Наконецъ пятое: 
38 — 
_ 38— 3,08 _ 34,97 — 4006 
7 7 
20 —5 
А и = 2,998. 


На самомъ же дфлЪ точныя ршеня суть: 
= и и= 5. 


Въ настоящемъ случа этоть способъ, какъ легко видЪтЬ, 
не такъ быстро приводитъ насъ къ ц$ли, какъ обыкновенное рф- 
 шен1е уравнен!й по обыкновенному способу. Но, когда имфешь 
дфло съ большимъ числомъ уравнев!й, этоть способъ значительно 
короче. 


$ 48. Приближенныя формулы дфления. 

Вогда н$фкоторая функщя у отъ х, до членовъ опред леннаго по- 
рядка, точно представляется цБлой рапональной функшей, свобод- 
ный членъ которой не равенъ нулю, то мы можемъ также у СЪ ТОЧ. 
ностью до членовъ того же порядка представить подобной же функщей. 

Свободный членъ мы всегда можемъ считать равнымъ 1. (Въ про- 
тивномъ случа произведемь д$лене на свободный членъ). 

Пусть съ точностью до членовъ 4-го порядка включительно: 


у — Е -- ах Ва - 129 + би -н (2°),..... (1) Ж5 


тогда мы можемъ правую часть этого равенства положить ровной 
1 2, ГДЪ 
2 — ах + В” -+ 145 -н 05% + (21°). 
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По формулЪ (1) 8 44 мы получимь сначала: 
1 р 
1 ад? 
и 


а затБмъ, такъ какъ 





28 + 2% (25); 





2 — — од — В — 148 — бж- (25), 


| 


25? 2а9л3 - (В? = ат) 2* -н (#5, 


— 23 — — 0373 —— За2Ва* ое: [87 
р аж -Н (2°), 
(2°) = = (22); 


то, собирая все вмЪетЪ, получимъ: 


1 , 
ыы — аж - (9 — В) же - (— 9- 2098 — у ж- 
—= (а* — За?В -н В+ 227 — 5) жен (25), 


что и даеть намъ искомую форму результата. 

Когда мы такимъ образомъ убЪфдились, что ршене задачи вообще 
возможно, то настоящее вычислен1е можно сдфлать еще по другому 
способу. А именно, мы можемъ сначала ввести Еее коэф- 
фишенты, т. е. положить: 


т 


$ —= 1 4х Ви -н 023 Ре - (45), 


и затЪмъь опредЪлить эти коэффишенты изъ того соображеная, что 
_произведен1е этого выражен1я и даннаго у, до членовъ четвертаго 
порядка включительно, должно быть равно единицф. 

Это дастъь намъ: 


1 —= 1-н (А на) х- (В Ах -+ (С-- Ва- АВТ) 4 - 
(Хр Са 68 дж - (54°). 





значитъ: 
В-н Аа В =0 
+ Ва + А+ т=0 
О - Со Бз- 40 =0. 
Первое изъ этихъ уравнен!Й тотчасъ дасть намъ .4 = — “. Второе: 
В = — да = — В 
и т. п. 


Мы примфнимъ этоть способъ для разложеня въ рядь функши 
в“ изъ извЪстнаго намъ ряда ДЛЯ =". 
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Мы будемъ имЪть: 


/ 7“ 
р 9 + 4+ 54] (1-42 В = (2 Ох®.. 
значить: 
А1=0, 
1 
ОВ ао 
2 6 ' 
1 1 1 
++ В+. А+ =0, 
откуда подъ рядъ: 
1 1 1 1 1 
— — — — р = —В—- = та НЕ 
А 1 В А 5 Б С 5 А р з 
1 1 5 1 
ПО В — ода 4 
‚ ЭНАЧИТЪЬ: 
| <=: Е 
@ с НР од 2 


Такъ, какъ оно и должно быть. 


$ 49. Обращевне приближенныхь формулъ. 

Пусть у опред$ленъ приближенно н$которой рашональной функ- 
шей отъ 1х, причемь въ этой функши не встр$чается свободнаго 
члена, но зато имфется членъ съ первой степенью х. Въ этомъ слу- 
чаЪф и х можетъ быть приближенно выраженъ Нови. раллональ- 
ной функщей у. 

Нисколько не нарушая общности нашихъ разсужден!й, мы можемъ 
предположить, что въ выражевни для у коэффищентъ при первой 
степени х равенъ 1. Ибо, если бы это не имфло м$ета, то мы всегда, 
могли бы достичь этого, вводя на мъфето старой перем$нной новую 
перем$нную, кратную первой. Тогда, при достаточно малыхъ д и у, 
00$ эти величины суть величины одного и того же порядка; такъ 
что если мы не будемъ принимать во вниман!е н%которыхъ степе- 
ней х, то намъ придется не принимать во вниман1е и соотвЪтетвен- 


ныхъ степеней у. Поэтому мы туть можемъ пользоваться епособомъ 
неопред5ленныхъ коэффишентовъ. 
Пусть дано, напримЪръ: 


у = д - ах В 1 - (2).......(1) 
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Тогда оО 
д = У-Н Ау? + Вуз Си (....... (2) 
Это дастъ намъ: | 
2? = у + 24% -+ (4 + 2В) у -н (4) 
2? —= 4 3 Ау“ -+ (и?) 


д = у (У) 
(2°) = (°); 
Сл$довательно: 


у = у- (А ау? (В+ 20А + В) 
= [Со (4? + 2Б) - 33А + 1] у -н (95) 


но, если это равенство должно имфть м$ето, то должны имЪть мЁсто 
и слБдуюпия равенства: 


Ах =Оо Б-29А-В=оО Са (4 28) - ЗВА т = 0, 


7 , 





т. ©. : 
А = — а В=3— в (С — — 5а3 + 58 — 1 


°И искомая формула будетъ: 


д —= у — 9\* + (39° — В) у? — (54° — 508 1) у - (9°) 


Мы бы могли и обратно: выразить цфлыя рацщональныя степени 
у черезъь рапональныя функши х (при помощи равенства 1) и эти 
величины подставить въ равенство (3). | 

Цля вычислен1я во многихъ случаяхъ удобенъ еше другой епо- 
собъ, который мы покажемъ на томъ же примЪрЪ. | 

Въ первомъ приближении мы совс$мъ можемъ пренебречь вели- 


Чиной 42° И ПОЛОЖИТЬ | 
ОМ: 1 сарае в 3) 


Мы получимъ второе приближене, если мы малую величину 4’ 
не совс$мъ откинемъ, а зам5нимъ ее первымъ приближенемъ (3); а 
12° отбросимъ вовсе; это дастъ намъ тогда (на осн. рав. 1): 


ху — ау. 


Третье приближен1е мы получимъ, если мы для д? примемъ вто- 
рое приближене, а для 51° — первое; х* откинемъ вовсе; мы будемъ 
имЪть (на осн. рав. 1): 


дру — а (у — ау)" — Ву’ суб ву? -+ (2а* — В) уз. 


Такимъ образомъ шагъ за шагомъ мы можемъ продолжать дальше; 
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слБдующий шагъ въ нашемъ развит!и дастъ намь: 
р у -— ® (у — 9у* - (24 — В) у°)° — 3 (у — а1/?)3 — лу“ со 
у — ау" + (24° — В) у? — (59° — 508 +1) у. 


То есть какъ разъ предыдупций результатъ. 

Мы видимъ, что этотъ способъ очень удобенъ въ тфхъ случаяхъ, 
когда намъ нужно только небольшое количество членовъ;: съ каж- 
дымъ посл5дующимъ шагомъ этотъ способъ становится болЪе за- 
труднительнымъ. 

Такъ же можно поступать, между прочимъ, и въ томъ случаЪ, 
когда между у-комъ и х-сомъ дано уравнене вида: 


0 =х-- ау - 01° сду- ду’ -н е-...., 


не содержащее члена, свободнаго оть хи у, но содержащее членъ 
съ 2-вомъ въ первой степени, свободный отъ у. 


$ 50. Обобщенная теорема о среднемъ значени и остаточный членъ 
формулы Маклорена. 

Въ послфднихъ 55 мы мало заботились о томъ, какъ велика бу- 
детъ ошибка, которую мы дБлаемъ, зам5няя нашу функцию одной 
изъ нашихъ приближенныхъ формулъ. 

Оцфнка этой погрфшности или указан1е числа, больше котораго 
не можетъ сдЪлаться ошибка, было бы дБломъ въ высшей степени 
желательнымъ во всБхъ областяхъ анализа. : 

Но эта задача часто р›ёшается очень трудно. 

Мы поэтому удовольствуемея только тЪмъ, что на нзкоторыхъ 
прост5йшихъ примБрахъ покажемъ, какъ на самомъ дЪлЪ дъЪлается 
эта оцфнка погр5шности. 

Цля этой цфли мы сначала дадимъ обобщение теоремы о сред- 
немъ значен1и. Это обобщене касается двухъ функшй Ё(5) и 
С (5), которыя об при 1=0 принимаютъ значение 0 и кром$ 
того 06$ въ промежутк$ отъ 5х = 0 до д =а вмЗст$ со своими 
первыми производными непрерывны. 

Составимъ изъ этихъ функшй новую функцию 


Н (4) = Е(2) в (а) — Ея... ....( 


Эта функшя не только для х = 0 обращается въ нуль, но и для 
значеня 1 = а, т. е. Н (0) = 0 и Н(а) = 0; значитъ, существуеть, 
по теорем Ролля, между 0 и величиной а, по крайней мЪрЪ одно 


число 6, для котораго 
Н' (В) =0. 
Значитъ: 
Е' (6) а(&) — Е(а) 4’) = 0, 
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а (а) ГР’) 
С (а). 4! (6) 

Этотъ результатъь имфеть очень простое геометрическое вначене. 
Его можно геометрически выразить такъ: если об$ кривыя у= (а) Е(+х} 
и у —= Е(а) <(х) перес$каются при д = 0 и х=—а, то въ этомъ про- 
межутк5 одна кривая не можетъ все время подыматься круче другой, 
но должно существовать между 0 и а хотя бы одно м$ето 0, гдЪ 
об5 кривыя одинаково круто направлены. 

Если об функщи Ё’(®) и С'(<) при х =0 об обращаются ВЪ 
нуль и если, кром$ того, #"(х) и С"(х) непрерывны для проме- 
жутка 0....а, а слфдовательно, въ частности и для промежутка 

.6, то мы можемъ по отношеню къ первымъ производнымъ при- 
МБнить только что установленную теорему и написать: 


Е'(6) _ Е" (с) 
С'(6) —С"(в) 
ГДЪ число с заключается между 0....Ь. 
Если мы этотъ результатъь свяжемъ съ раньше полученнымъ и 
притомъ зам$тимъ, что величина, лежащая между 0 иб необходимо 
будетъ лежать и между 0 и а, то мы получимъ слБдующую теорему: 
Если функц!и Е(2) и @(х) въ промежутЕ$ 0....а вм5стЪ со 
своими первыми и вторыми производными непрерывны и 
если кром5 того Е(0) =0и (0) =0и Е'(0) =0 и 6'(0) =0, 
то между 0 иа навфрное находится по ‘крайней м$рЪ одно 
число с, для котораго имБетъ м$сто равенство: 


Е(а) _ Е"(6) 4) 
С(а) @"® р 


Если и дальнЪйпия производныя обфихь функшЙ при д =0 
обращаются въ нуль, то подобное заключене можно повторить н%- 
сколько разъ и мы придемъ къ сл$Здующей общей теорем$: Если 
дв$ функщи Е(5) и С(х) въ промежуткВ 0....а вм5етЪ со 
своими (п- 1) производными непрерывны, а кром$ того 
при д =0 какъ самыя функши 7(х) и @(<1), такъ и всф ихъ 
производныя, До 7“ производныхъ включительно, равны 
нулю, то между 0....а навЪрное есть нфкоторое число & — 
такого рода, что им5етъ м$сто равенство: 


Е(а) _ ЕР" (2 Г2\ 
и ое м д а фз № 
@(а) 68 ‘7 ий 
Частный видъ этой теоремы мы можемъ получить, полагая пола- 
гая функщю С (2) равной х"-1, которая удовлетворяетъ ве мъ условямъ, 


(.. (2 
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наложеннымъ въ общей теорем$ на С (х). 
Тогда, 
СО (© —= п-+1. 6) 


совершенно независимо отъ числа &; мы будемъь имфть въ этомь 
случа теорему: 

Если ЁЕ(2) для промежутка отъ 5 = 0 до х-== а съ ея (и-+ 1) 
производными непрерывна и если при 5 —=0 не только Ё(х), 
но и вс$ ея производныя Г“), гдЪ Е =1,9...п, обращаются 
въ нуль, то между 0 иа существуетъ по крайней мЪрЪ одно 
число & для котораго иметъ м$сто равенство: 


а’ 


сы ии 





вены а фе м в г т) 


Эту теорему приложимъ теперь къ разности: 


Е(®) = 1® —98...:......() 
между н$которой функщей [(х) и, суммой (п + ТГ) первыхъ членовъ 
ея разложен!я (по строкЪ Маклорена), которую мы обозначимъ черезъ 


4(х), ибо эта разность удовлетворяетъь требоват!ямъ непрерывности, 
если только /(х) имъ удовлетворяетъ, кромЪ$ того на основанйи 8 42: 


Л(0) = 9(0) 1'(0) = 9'(0) 10) = 90), 
а, слБдовательно и 
Е(0) =0 Е'(0) =0 Е@)(0) = 0 
Наконепъ : 
Е" (2) = 1х), 


такъ какъ 9(х5) есть функщя и-той степени, (п — 1) производная 
которой уже обращается въ нуль. 
Отсюда слЪдуетъ: 
— (ин!) 
Е (2) 8- ре У. (2) 
ИЛИ 


(2) — 9(2) = г. ея кт 
откуда 


7(х) = 94) — 


гд$ & лежить между 0 и 2. 

Значитъ: если н-которая функц!1я въ промежуткЪ отъ 0 
до нЪкотораго х сама непрерывна и непрерывна ея (в - 1) 
производная, то между 0 и х существуетъ хотя бы одно зна- 


2 /"* 
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чен1е :, для котораго тождественно имфетъ м$сто равенство: 


#(ж) = 1 (0) хх ' (0) + 5 (0) —. 7 160) —- 


т ($). 
(в — ОИ С) 


Тутъ мы, на самомъ дЪлЪ, имфемъ желаемую возможность оцф- 
нить ту ошибку, которую мы д$лаемъ замфняя данную функшю 
{п -- 1) членомъ ея разложен1я въ рядъ по формул Маклорена. 

Наибольшее значене этой ошибки ровно произведен1ю величины 


ДИЕТ 
(я 1)! 
на наибольшее значене, которое можетъ принять (п -- 1)-ая произ- 
водная функщи /(12) для промежутка значешй 0.... д. 


$ 51. Приложеня предыдущаго результата къ примфрамъ 8 44. 
Пля биномальнаго разложения (1 -+. х\" мы пач, если вве- 


демъ обозначенте: . 
т\ _т(т— 1. .. (т— п - 1) (1 
дп 77% 
(2%-1-1) р п] _4_ }7—#—1 2 
а [ит] ау и ЗО 


Для показательной функщи: 


я и 2 . 
(п 1)! Ни 17 ие. дн = 
И Ннаконець для ие ряда 
1 пн 
(и+1) Е щи. а ата 
ре в —- т 7 а — м 1) а = (9) 


Съ помощью этихъ формулъ можно убЪдиться, что въ вычиесле- 
няхъ $ 44 пропущенные члены на самомъ дЪл$ не оказывали вл!я- 
ня на результать при поставленномъ тамъ услови на степень 
точности. 

Но туть возникаетъ новый вопросъ, можемъ-ли мы, сдфлавши п 
достаточно большимъ, сдБлать ошибку сколь угодно малой. 

На этотъ вопросъ очень легко дать отвфтъ для показательной 
функщи на основан1и формулы (3): ибо какъ бы великъь ни быль 
х, мы всегда можемъ взять п столь большимъ, чтобы величина 


й-=1 


Е 
(п 1) ° 


> 


=> 
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была бы меньше любой напередъ заданной величины. Ибо пусть д 
будеть наибольшее цЪлое число, которое заключается въ х. 
Тотда мы можемтъ представить 
| дй-н! 





(1)! 


въ видЪ произведевня такихъ двухъ множителей: 





о 7 д; 2 
(в ПЕ \9-1 0-2 ‘и -1 


` 


причемъ первый множитель имБетъ независимое отъ # вполнЪ опре- 
дЪленное значене; что же касается до второго множителя, то въ 
этомъ произведени каждый послфдуюпИЙй множитель меньше своего 
предыдущаго; значитъ, произведен1е всБхъ этихъ множителей меньше 
перваго изъ нихъ, взятаго въ степени, равной числу этихъ множите- 
лей. А такъ какъ этотъ послфдн1й меньше единицы, то мы для лю- 
бого напередъ заданнаго числа е (столь угодно малаго) всегда можемъ 
такъ подобрать число п, что не только все произведевте, но и то, ко- 
торое получится отъ умножен1я” его на нЪкотораго постояннаго, не- 
зависящаго отъ я множителя, —будетъ меньше ве. Конечно, при этом 
при данномъ значении х, п намъ придется брать т5мъ большимъ, 
ЧЪмъ больше число 5; но опредзлить п можно для всякаго м. 

Боле сложнымъ является соотвЪтственное изсл$довате для 0бЪ- 
ихъ остальныхъ формулъ 6 44. 

Мы примемъ безъ доказательства, что для тфхъ значений х, кото- 
рыя меньше 1, можно, соотв$тственнымъ выборомъ значевшя э”‚/ сдф- 
лать ошибку меньше любой напередъ заданной величины ев; но мы 
не можемъ этого сдфлать для тБхъ значений 5х, которыя больше 1. 
Что касается значешй х =1 их = — 1, то суждене о возможности 
или невозможности въ этомъ случа опред$лить соотвЪтственное зна- 
чен!е числа д зависить еще оть самого числа т. | 


$ 58. Маша и шииша. ПростЬйше случаи. 

‘’ Мы видфли уже раньше, что при нашемъ выбор координатной 
системы, при которомъ ось х-совъ положительна направо, а, ось у-ковъ— 
вверхъ, кривая, заданная ур-н1емъ у = { (1), подымается слфва на- 
право для т5хъ значевюй х,.для которыхъ /, (х) положительна. И 
наоборотъ, спускается слЪва направо для тЪхъ значевшй х, для ко- 
торыхъ /' (5) отрицательна. | 

Теперь мы обратимь наше вниман1е на т$ точки, гдЪ кривая 
переходитъ отъ подъема къ спуску или отъ спуска къ подъему, или, 


что то же самое, на т точки, гд$ функшя переходить отъ возраста- 
ня къ убываню или оть убыван1я къ возраставию. 
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Цервыя изъ упомянутыхъ точекъ мы назовемъ точками шах1та, 
вторыя — точками ш1итта. Сл$довательно0о тах!1тиш есть такое 
значен1е функц1и, которое больше сос$днихъ значен1й функ- 
ци, а ш11таш такое значен!е, которое меньше своихъ со- 
сЪ$днихъ значен!й. Изъ вышесказаннаго слфдуетъ, что шахт 
или шшийат не можетъ имЪть мЪста для тЪхъ значений х, для ко- 
торыхъ }’(х) положительна или отрицательна, иначе говоря: 1. Ма- 


Черт. 27 Мадхппат. Черт. 28 Мтапаат. 


хшиш или ши!таш можетъ имфть м$ето (пока }' (2) со- 
храняетъ конечныя значен1я) только для такого значен!я 


х = 7, для котораго | 
О в до сое 

Но не всякое такое значенле х даетъ намъ непрем$нно шахшит 
или шитиш *). Если долженъ получиться шахипиш, то для этого 
недостаточно, чтобы въ данномъ мЪст$ /' (1) обращалась въ нуль. 
Для этого еще ‘необходимо, чтобы до этого м$ета }’(х) была поло- 
жительна (признакъ возрастан1я функщши), а потомъ стала отрица- 
тельной (признакъ убываня функши). 

Если же она отъ положительныхъ значен!й переходить къ отри- 
цательнымъ черезъ нуль, то она, значитъ, съ этого м$еста начинает 
убывать, а значитъ, въ точкБ х =) ея производная должна быть 
отрицательной; но производная первой производной есть вторая про- 
изводная нашей функщи }' (2); слБдовательно, мы имфемъ: 

2. Если для н$котораго значен1я д = х, мы имЪемъ одно- 


временно 


О и, ОО зе а ы 
то для этого значения х = 2, мы им$емъ шах1тиаш функщи 
у (а). 

Если же для даннаго значеня х вторая производная положи- 
тельна, то значить — съ этого мфета первая производная начинаеть 
возрастать. Если же она, по условию, для этого значен1я равна нулю, 
а зат5мъ начинаетъ возрастать, то она должна была раньше быть 
отрицательной; значить, сама функшя сначала убывала, а затБмъ 


*) Услов!е необходимое, но не достаточное. 
10 
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начала возрастать; но это есть характерная особенность ш1и1таш’а; 
сл5довательно мы имЪемъ: 

3. Вели для нфкотораго значен1я х=2 мы имфемъ одно- 
временно 


1' (2) = 0 Е О, кока 
то для этого значен1я х = 2 мы имфемъ шш!1там функции 
Х (2). 

Значитъ, для того, чтобы опред$лить шахиииш шшиииш предложен- 
ной функщи / (5), намъ нужно раньше всего рёшить ур-=ве /' (5) =0 
относительно 5; и зат$мъ для каждаго р5шеня этого уравненя изел$- 
довать знакъ 7" (2). ТЪ изъ корней, которые дадутъ отрицательныя 
значен1я второй производной, соотвЪЗтетвуютъ шахипаш’амъ функщи; 
тБ5 же изъ корней, которые дадутъ положительныя значен1я второй 
производной, будутъ соотв$тетвовать тиитат’амъ функщи. 

Возьмемъ простой примёръ и опредфлимъ тшахииаш, штшипам 
О Х (2) = (а—* = ...... (4) 
Туть /' (45) =а — 25; значить мы будемъ имФть /' (2) =0, если 


а 
положить 45 = 5. 


Далфе вторая производная {" (2) = — 2, причемъ это значене 
даже вовсе отъь х не зависитъ. Значитъ, вторая производная для 


. & 

всякаго значевля х, а въ частности и для д — 5 есть число отрица- 
. [9 . 

тельное. Мы имфемъ, значить, для значен!1я д = > шах1тцш функ- 

пи; значеве этого шахппат’а будетъ: 





Надо отличать задачу отыскан1я тахштпашт’а и шпишат’а функши 
отъ вопроса отыскан1я наибольшаго или наименьшаго значенля, 
которыя можеть получить эта функшя. Если / (5) есть вполн$ опре- 
дфленная функшя для всякаго значен1я х и если она имфетъ не- 
прерывную производную, то конечно, послёдн!й вопросъ сведется на 
первый. Ибо величина, которая больше вс$хъ возможныхъ значений 
функщи, будетъ, конечно, больше своихъ сосзднихъ значен!й, т. е. 
будеть значетемъ шахипиш; значить, наибольшее значете функщи 
нужно искать среди вс$хъ шахипаш’овъ функши, выбирая изъ нихъ 
наибольпий. Значитъ. все дфло сводится къ тому, чтобы найти наи- 
больший изъ всЪхъ шахппиш’овъ функщи. 

То же относится и къ наименьшему значен1ю аи 

Сове$мъ иначе обстоитъ дфло, если /(х) есть вполнЪ опред$лен- 
ная функшя не для во$хъ возможныхъ значевй х, или, если на не- 
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зависимую перемЪнную х, по причинамъ геометрическаго или физи- 
ческаго свойства, наложены нЪкоторыя ограниченя. 

Для крайнихъ значенй промежутка, въ которомъ мы можемъ 
разсматривать независимую перем$нную, предыдупия заключения те- 
ряютъ смыслъ. Такое крайнее значен!1е можеть дать намъ наиболь- 
шее значен1е функщи, если это значен1е больше значенй функши, 
соотв5тетвующихъ значен1ямъ х, лежащимъ только влЪфво оть раз- 
сматриваемато значеная (а не съ обЪфихъ сторонъ, какъ того требуетъ 
самое опредБлен1е); ибо такъ какъ мы разематриваемъ крайнее зна- 
чен1е промежутка, то всЪ значетя 2, лежапшйя вправо отъ разсемат- 
риваемаго, въ расчетъ не идутъ. Для такихъ исключительныхьъ слу- 
чаевъ можно было бы дать обпая правила; но проще въ этихъ слу- 
чаяхъ просто посмотр$ть, не будутъ-ли крайвя значения функщи 
больше всхъ шахшиш’овъ или меньше во$хъ шпиташ?”овъ. 

Пусть, наприм$ръ, требуется изъ всЪхъ прямоугольниковъ, им$ю- 
щихъ периметръ равный 2а, найти такой, который иметь наиболь- 
шую площадь. За независимую перем$нную мы примемъ одну изъ 
сторонъ искомаго прямоугольника; тогда другая сторона будетъ (а—#%), 
а искомая площадь будетъ: 

у (2) — (а Е 2) $, 


т. е. функшя, ране нами разобранная. 

Геометрически допустимыя границы для перемБнной независимой 
суть 0...а4а 

Функщя для этихъ крайнихъ значен!й промежутка обращается 
ВЪ НУЛЬ, Ибо 

- 7 (0) =0 и Г(а)=0, 

значить имфетъ значен1я меньшшя, ч$мь найденный шахштат 
функщи. Тутъ, значитъ, дЪйствительно, тахтат функщи совпа- 
даеть съ наибольшимъ значенемъ функции, т. е. съ наибольшею 
изъ площадей, которую можеть имфть прямоугольникъ съ перимет- 
ромъ За. Такъ какъ геометрическ:я соображеня указываютъ намъ, 
что, по смыслу задачи, долженъ существовать тахипиш и такъ какъ, 
©ъ другой стороны, мы нашли только одно значене х, для кото- 
раго можетъ получится шахииат или шшипаш, то въ настоящемъ 
случа это, очевидно, и есть шахштит. и мы могли бы въ этомъ 
случаЪ не опредБлять знака второй производной. 

Мы могли бы сдЪлать заключене о правильности настоящаго 
результата и безъ помощи дифференщальнаго исчислен!я, ибо мы 
имфемъ на самомъ дЪлЪ: 


> 


2 о 
4 — (@= =) =(* — г] 
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. (4 
т. е. величина положительная для всЪхъ значенй х, кромЪ х =-. 


2 
эначитъ, дйствительно, т больше вс$хъ другихъ значен1й функши. 
3 53. Исключительные случаи. 
Изел$дован1я предыдущаго $ не коснулись еще случая, когда одно- 


временно Д' = Иа) = 0, а в (1) 


Въ этомъ случа$ мы должны. ед$лать еще одинъ шагъ дальше 
и составить }{"' (5). 


Туть мотуть представиться слБ5дуюпиая возможности, которыя 
надо отличать другъ оть друга: 


1. Л’ (в) = 0 Л" (в) = 0 Л" (м) > 0. 

Въ этомъ случа» начиная съ д =, /" (2) начинаетъ возрастать. 
Такъ какъ для даннаго значеня х = х она была равна нулю, то, 
значить, она была, сначала отрицательной, 
а затБмъ становится положительной. 

Итакъ }'(х) сначала убываетъ, а на- 
чиная съ точки х ==л,, — начинаетъ воз- 
растать. Такъ какъ эта посл$дняя функ- 
щя при ==. равна нулю, то значитъ она, 

Черт, 99. сначала была положительной, но такъ 

какъ она при х = <. начинаетъ возра- 

стать, то она и остается положительной; значитъ, }'’(х) все время 
остается положительной —а это обозначаетъ, что } (5) вее время 
возрастаетъ. Въ этомъ случа при х = } (5) не имБетъ ни 
тах1шиат’а, ни пати т’а. 

П. Такъ же можно обнаружить от- 
сутств!е шах. или шт. въ случаЪ 
одновременнаго существовая трехъ 
условй: 


! > и ЕЕ 111 
(в) = 0 Л" (в) =0 Л" (2) <. 
Черт. 80. 

Въ предыдущихъ заключеняхъ 
пришлось бы только замЪнить слова: «возрастан1е, величина поло- 
жительная» словами: «убыване, величина отрицательная». 

11. Если для нфкотораго значення 5 = 2. существують равенства: 


Г’ (2) = 0 Д" (2%) =0 {Д” (2) = 0, 
то нужно сдлать еще одинъ шать впередъ и образовать [\ (д). 
Тутъ могутъь имБть м$ето слфдующе подслучаи: 
ПТа. Къ условямъ (ПТ) присоединяется еще одно: 


РУ (2) > 0.. 
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значить /"' (2,), начиная съ точки х = 1, начинаетъ возрастать. 
Такъ какъ при д = 4 |" (2,) =0, то это обозначаеть, что }"' (5) 
была сначала отрицательной, потомъ становится положительной; 
значить /" (2) сначала убываетъ, а, начиная съ точки х = 2, на- 
чинаетъ возрастать. СлФдовательно /” (42) (такъ какъ }" (2) = 0), 
была сначала положительной и остается положительной. Значить, 
7’ (2) возрастаетъ, какъ До точки х = 2, такъ и послЪ. 

Но такъ какъ /' (2)=0, то это обознаетъ, что }' (4) была сначала 
отрицательной, а потомъ становится положительной. Функшя (4) въ 
этомъ случаЪ при точкБ = переходить отъ убыван1я къ воз- 
растан1ю, т. е. при точк$ =, мы имфемъ пА1аиш фунещи. 

Ш. Такимъ же образомъ мы покажемъ, что, если наряду съ 
условями (ПТ) имБетъ м$сто услов1е: 


ры (2) -- 0, 


то }(х) при х = 2 иметь шах!таш. 
Ш с. Если же одновременно выполнены четыре услов!я: 


Г) = о "= Хы) =0 У) = 0 
то нужно сдфлать еще шагъ дальше и изслфдовать функшю ХУ (5) 
И т. Д. 
Яено. что при каждомъ новомъ случа намъ приходится разби- 
вать вопросъ на нфеколько пПоделучаевъ; и при этомъ среди этихъ 
подслучаевъ постоянно будутъ встр$чаться 
таке (ср. <), которые будутъ требовать 
дальнЪйшаго развития. 
_ Важно еще зам$тить, что если для нЪ- 
котораго значення х = 2 


{" (в) = 0 
{даже, если ничего неизвЪстно про значение }' (х.)) то въ этой точкЪ 
функщя 7’ (5) достигаетъ своего шахпиш’а или шшипиш’а. Въ та- 
кой точкБ кривая наклонена къ оси х-совъ больше или меньше, ч$мъ 
до этой точки и послЪ нея. 
Такая точка носитъ назван!е точки изгиба (перегиба). 


Черт. 31. 


$ 54. НеопредЗленныя формы алгебраическихь функц. 
Иногда случается, что нфкоторое выражене, вполнф опред$лен- 
ное для вс$хъ значений х, или, по крайней мЪрЪ, для опред$леннаго 
промежутка значений 5х, для нЪкоторыхъ отдЪльныхъ значений этого 
промежутка, перестаетъ быть опред$леннымъ. 

Самымъ важнымъ является тутъ случай, когда мы имфемъ дЪло 
съ алгебраическою дробью, числитель и знаменатель которой для 
нфкотораго значер1я х одновременно обращаются въ нуль. 
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Если мы имфемъ дДЪло съ рацлональною дробью, то такое 
обстоятельство всегда можно легко устранить; ибо если н%которая 
цфлая рацональная функшя при н$которомъ значени х = х, обра- 
щается въ нуль, то на основан1и теоремы 8 34, она должна дЪлиться 
на х — 4.. Значить, если числитель и знаменатель нЪкоторой рац1о- 
нальной дроби при х = х, одновременно обращаются въ нуль, то 
оба должны содержать множителя (1 — х.), на который и можно 
сократить дробь. Если и послЪ такого сокращеютя числитель и зна- 
менатель снова обращаются въ нуль, то сокращене можно повторить. 

Путемъ повторныхъ сокращенйй мы дойдемъ, наконецъ, до того, 
что числитель и знаменатель не будутъ оба обращаться въ нуль 
при х = хх, одновременно. 

Если теперь числитель и знаменатель имфютъ значен1я, отлич- 
ныя оть нуля, то дробь будетъ имфть н$которое вполнЪ опредЗлен- 
ное и оть нуля отличное значене. Если числитель равенъ нулю, а 
знаменатель нулю не равенъ, то величина дроби будетъ нуль. На- 
конецъ, когда знаменатель равенъ нулю, а числитель не равенъ 
нулю, то, на основаюши введеннаго въ $ 920 способа выражаться, мы 
скажемъ, что дробь при х==х, имЪБетъ безконечно большое значене 
(равна безконечности). 

Болфе сложнымъ является случай, когда мы имфемъ дфло съ 
иррац1ональною алгебраическою дробью. Тогда зачастую нельзя про- 
извести сокращен!я дроби. Нужно въ этихъ случаяхъ предварительно 
преобразовать дробь. 

Пусть, наприм$ръ, дана дробь: 


Ее И 


Г 


| О 
которая при 1—0 обращается въ выражеве вида т. 


Тутъ дробь нельзя сразу сократить на х, но мы можемъ уцалить 
знаки радикаловъ изъ числителя (5 13), умножая и числителя и 
знаменателя дроби одновременно на 


Итя-у1 — 2. 


Тогда мы будемъ имЪть: 





в тя 2% 
х (Ут У1—2) #2(У1-+2-+ УИ!) 
или. 
па В 
Ут иТЕЕь ° оо № а го = 


Если мы теперь въ этомъ выражени положимъ х==0, то мы 
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получимъ въ результатЪ 1; такъ что теперь при ==, дробь полу- 
чаетъ совершенно опред$ленное значение. 

Однако, прежде ч$мъ д$лать какое-нибудь заключене, отдадимъ 
себЪ отчетъ въ томъ, что мы собственно тутъ сдЪлали. 

Мы сначала раздЪлили дробь на (1—5), а затЪмъ положили х=х., 
т. е. х—ж =0. Но разв это можно д$лать? Это вопросъ совер- 
шенно родственный тому, съ которымъ мы встр$тились уже въ $ 5.. 

На него можно подобнымъ же образомъ отвЪтить: 

1) Раньше всего мы можемъ сказать: выражешемъ (1) опредЪ- 
лена функщя не для всо$хъ значенмй х въ н$Ъкоторомъ промежуткЪ 
(напримЗръ, промежутокь отъ —1 до +1), а для всЪхъ значений, 
за исключенемъ одного, а именно д —=0. Значить, нфтъ никакого 
смысла спрашивалъ, чему равно это выражен1е при х —=0. Мы даже 
не можемъ утверждать, что выражене (2) равно выражен!ю (1) для 
веБхъ значен1й д, а только: «для вс$хъ значенй, кромЪ х = 0». 

2) Становясь на точку зрЪв!я чистаго анализа, мы можемъ сказать 
далЪе: именно въ силу того, что выражение это не опред$лено у насъ 
для значеня х — 0, мы можемъ совершенно произвольно условиться 
придавать этому выражен1ю опред$ленное значене для х = 0; мы 
можемъ сказать: нашу функщшю мы опред$ляемъ такъ, чтобы при 
д =0 она была равна выражению (1), & при х=0 она была равна 1. 

3) Однако, нужно спросить далЪе, чего, собственно, мы достигаемъ 
такимъ на первый взглядъ совершенно произвольнымъ услошемъ? 

Ч$мъ отличается такъ нами опредфленная функщя отъ всякой 
другой, которая бы при х==0 опред$лялась выраженемъ (1), но 
которой бы при х = 0 мы приписали то или другое значене? 

На это мы отв$тимъ: наше услов1е даетъ намъ возможность по- 
лучить непрерывную функцию. 

Значене, которое получаетъ выражене (2) при х = 0 тБено при- 
мыкаеть къ тЪмъ значен!ямъ, которыя иметъ это. выражен!е для зна- 
ченй х, весьма близкихъ къ нулю; такъ что если мы нашей функ- 
щи (1) не только для х==0, но и для д =0, будемъ приписывать 
ТБ же значен!я, что и выраженю (2), то мы этимъ достигнемъ непре- 
рывнаго (т$снаго) перехода значей функщи при переходв перемЪн- 
ной 2 черезъ нуль *) Мы можемъ сказать, что значене у=1, при х==0, 
есть именно то значене, которое даеть непрерывный переходъ отъ 
значений функщи, соотв$тетвующихъ отрицательнымъ 5-самъ, къ зна- 
ченямъ, соотв$тетвующимъ положительнымъ х-самъ. Геометрически 


*) Т. е. что значен1е функщи при х=0, будеть т$ено примыкать къ 
т8мъ значен1ямъ, которыя функщя будетъ имфЪть при весьма малыхъ положи- 
‚ тельныхъ и весьма малыхъ отрицательныхъ значен1яхъ х. 
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это представляется такъ: уравнене (1) опредЗляетъь кривую, которая 
имфетъ двЪ вЪтви, одну въ области положительныхъ 4-овъ, другую 
въ области отрицательных 1-овъ, причемъ 00$ эти вЪтви прибли- 
жаются къ оси у-овъ. При этомъ обЪ эти вЪтви безпредЪльно прибли- 
жаются къ одной и той же точк$ на оси у-овъ, а именно къ у—1. 
Такъ что, если эту точку предположить лежащей на обфихъ вЪтвяхъ, 
то мы можемъ это точку разсматривать, какъ точку, связывающую 
обЪ вЪтви, а потому 06$ вЪтви весьма естественно мы будемъ раз- 
сматривать, какъ части одной сплошной кривой. 

4) Приложен1я анализа къ задачамъ требуютъ оть насъ, чтобы 
мы имфли дЪло съ непрерыввыми функщями. Мы, такимъ образомъ, 
только идемъ навстр$чу этимъ требованямъ. 


$ 55. Неопредфленныя формы транецендентныхъ функц. 
Если н$которая трансцендентная (не алгебраическая) функшя для 
нЪкотораго опред$леннаго значен1я х =, получаетъ видъ о; 


простымъ преобразоваемъ, какъ это имфло место въ случав алге- 
браической функщи, часто не въ состоянши рфшить задачи. Мы должны 
вернуться къ только что изложеннымъ соображен1ямъ и такъ поста- 
вить задачу: Мы должны найти такое значене функщи, которое бы 
т5ено примыкало къ значен1ям1› функши, соотвЪтствующимъ зна- 
чен1ямъ х, тесно прилегающимъ съ той и другой стороны къ раз- 
сматриваемому значеню х =). 

(Конечно, надо предположить заранфе, что такое значен1е суще- 
ствуетъ, что далеко не всегда иметь м$сто въ трансцендентныхъ 
функщяхъ). | | 

Чтобы рёшить эту задачу, намъ нужно, такимъ образомъ, знать 
т значення функши, которыя соотвЪтетвуютъ значешямъ х, весьма 
мало отличнымъ отъ значения х == ху. При опред$лени этихъ зна- 
ченй мы можемъ разность х— 5,5 считать величиной «малой» въ 
смыслЪ 6 54. 


Пусть, наприм$ръ, намъ дана дробь 


ТО МЫ 


\ 


в — е* — 9х (1) 


а 6 + е— 9 


Эта дробь при х —=0 имфетъ форму : 
Мы имфемъ 


ь 172 7:3 
е еее 
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3 


г” — е* — 24 <> — м 


в -не- — 8 с а?, 


Начитъ: 


и слЪдовательно 


т : 
—_ м о о 2 
ух - (2) 


Мы будемъ имфть желаемый непрерывный переходъ отъ значе- 
нй функщи, соотв$тетвующихъ положительнымъ х-самъ къ значе- 
нмямъ, соотв5тетвующимъ отрицательнымъ 15-самъ, приписывая на- 
шей функшми при х = 0 значение 0. 

Мы можемъ такимъ же образомъ поступать во многихъ случаяхъ, 
а именно, когда и числитель и знаменатель около даннаго значен1я 
1—5 могуть быть приближенно выражены ал раплональной 
функшей (разложены въ рядъ). 

Въ другихъ случаяхъ пользуются н$которыми спещальными фор- 
мулами, изъ которыхъ нЪфкоторыя мы выведемъ: 

о Т) Если 1, принимая положительныя значен!я, растетъ безпре- 
дфльно, то и е’ будетъ расти безпред$льно, ибо изъ ур-юя (2) 8 44 
слфдуетъ, что е*>1-нх. Этотъ результать мы выразимъ такъ: 

И. 6 еее еее. (3) 


я —--н о 


2) Изъ этого далБе слЗдуетъ: 


|| 
> 
® 

® 
— 
С 


йт е` = йте г: = Ит — 


Я — — < 8 = - < = о 





3) Когда х положительно, то для каждаго цфлаго положительнаго я: 


о ый = 
(® — 1)! 


Значитъ, для всякаго такого числа п (да и вообще для всякаго 
положительнаго я): 


О 


т 7 т = о... .. (5) 
я — <> 

И 
ООО 3, а фона (В 
я о 


4) Если мы въ предыдущихъ равенствахъ напишемъ — 5, вмЪсто 2, 
то мы получимъ: 


Пе ЕЕ ыы кех а Т) 
Я = — С 

И | 

| ПИе а О к оо в. (9) 


(Двойной знакъ въ формулЪ (7) соотвфтетвуеть двумъ случаямъ: 


ра 
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четному и нечетному п; въ первомъ случа нужно взять знакъ -+, 
во второмъ случаь знакъ —). | 

5) Если мы въ формулахъ (6) и (8) замБнимъ е’ величиной д”, 
значитъ, величину х величиной у [00х, и положимъ п =1 и зат$мъ 
упустимъ множитель у, то мы `получимъ еще: 


ит (2 09%) = 0... (9) 
д=0 | 
И 
ат, (х— 091) = 0... . (10) 
ГЛАВА УП. 


Интерполированте. 


$ 56. Интерполироване посредетвомъ цфлой рашональной функщи. 

Естественно-научныя изелфдован1я часто приводятъ къ слБдую- 
щей задач. Изъ наблюденй извфетно нфеколько значенй у, соот- 
вфтетвующихъ даннымъ значентямъ независимой перем$нной х; тре- 
буется найти такое уравнене: 

у= (<), 

чтобы при подстановк$ данныхь х наблюденныя значен1я у полу- 
чались изъ этого уравнен1я. Если х и у считать декартовыми коор- 
динатами точки, взятой на плоскости, то этой задач соотвЪтетвуетъ 
такая геометрическая: построить кривую, проходящую черезь дан- 
ныя точки. При такой формулировкВ сразу обнаруживается, что за- 
дача далеко не опред$ленная: черезь данныя точки можно провести 
не одну, а произвольное число кривыхъ; значитъ, безчисленное мно- 
жество функшй даютъ при данныхъ значеняхъ х требуемыя зна- 
чен1я у. . 

Задача дфлается опред$ленной, если потребовать, чтобы у было 
выражено черезъ х въ вид функши опред$леннаго класса, чтобы 
это выражен1е имЪло заданный видъ. Въ этомъ отношен1и наше вни- 
мане прежде всего останавливается на цфлыхъ ращональныхъ функ- 
цяхъ. Итакъ, мы хотимъ представить данныя наблюден!й въ видъ 
цфлой ратональной функщи оть д: 


— а -+ бх -+-: сх? +: а +...., 


т. е. такъ выбрать коэффищенты а, '6, с...., чтобы эта функшя при 
данныхъ значен1яхъ х давала требуемыя значеня у. Это равно- 
сильно требован1ю подобрать коэффищенты такъ, чтобы были удо- 


ем 
ет 
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влетворены равенства: 


а-Н бл, еж, 4% +... = У, 
ин ох, - ед, — 4х... =, 
а -н 6х, + сх,’ - аз... =у.. 


(Въ этихъ равенствахъ въ противоположность обычнымъ обозначе- 
н1ямъ неизв$етныя оказались обозначенными первыми буквами алфа- 
вита, а извфетныя—поелЁдними). 

Если число коэффищентовъ, написанныхъ въ этой формулЪ, 
меньше числа наблюдений, то эти равенства будутъ, по крайней мёръ 
въ общемъ случаБ, противор$чить другь другу; нельзя подобрать 
такихъ значений для коэффищентовъ, чтобы они удовлетворяли все мъ 
даннымъ наблюдений; сл$довательно, нельзя выразить всЪхъ наблю- 
денй формулой принятаго вида. Если бы въ частномъ случаЪ это 
оказалось возможнымъ, то такое обстоятельство давало бы основание 
предположить, что мы имфемъ дЪло уже не просто съ формулой 
интерполирован1я, но что найденъ нфкоторый законъ природы. 

Если число коэффищентовъ какъ разъ равно числу наблюдений, 
то можно всегда р$ёшить уравненя относительно этихъ коэффищен- 
товъ. Правда, и въ этомъ случа$ можно было бы опасаться, что нЪ- 
которыя уравнен1я будутъ противор$чить другимъ; это проявилось 
бы въ томъ, что примБнене общихъ формулъ для р5шевя уравне- 
ай потребовало бы д$леня на нуль. Подробное изел$доване (ко- 
торому не м$ето въ этой книгЪ) показываеть, что въ нашихъ 
уравнетяхъ этого случиться не можетъ, если только ве значе- 
ня х выбранныя нами (а они, конечно, такъ выбраны) различ- 
ны: при ршенйи уравнений приходится дЪлить только на разно- 
сти между отд$льными значентями х или на произведен1я такихъ 
разностей. 

Вычислешя оказываются наиболЪе простыми, когда значемя х 
выбраны равноотсетоящими, т. е. когда разности между ближайшими 
значен1ями х равны между собой. Мы сд$лаемъ одинъ примЪръ та- 
кого рода. Положимъ, наблюдены слфдуюпая пары соотв$тетвую- 
щихъ значемй хи у: | 

| х =1 у= 0,6931 


о 1.0986 
3 1,3863 
4 1,6094 
‚ 5 1,7917 


6 1,9459 


х 
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’ Если мы хотимъ представить эти наблюдения формулой вида: 


у = а -+ 6х -+- сл — 443  ех* - }2°, 


то коэффищенты надо выбрать такими, чтобы были удовлетворены 


уравнегя: 
а -- 66 = 36с + 2164 + 1296е 7776} = 1,9459 
а + 56 - 25с -- 1254 + 625е -- 3125} = 1,7917 
а-н 46 16 644 -= 256е - 10247 = 1,6094 
а-= 36 + 9е-+ 274 ВЗ1е-- 243} = 13863 
а 26 4с-- ВЗ4- 16е- 32;}= 10986 
аж + с+ а+ е+ — } == 0,6981 


Вычитая каждое уравневе изъ предыдущато, получаемъ: 


р + 11е -+ 914 -- 671е + 4651} = 0,1542 
$ + 9с-+ 614 -- 369е - 2101} = 0,1823 
6 -+ 7с-+ 374 -- 115е-- 1781} == 0,2231 .. 
6 5е-+ 194 - 65е-- 211} = 0,2877 
+ 3Зсе-+ 74+ 15е-+ 31/= 0,4055. 


‚ (1) 


‚ (2) 


Если для исключен1я 6 опять вычтемь каждое уравнене изъ. 


предыдущаго, то получимъ: 


2с + 304 + 309е + 2550} = — 0,0981 
26 + 244 -1- 194е + 13207 = — 0,0408 
2 184 = 110е-н 570} = — 0,0646 
26 124 = Б0е-н 180Х = — 0,1178. 


‚ (3) 


Коэффишенты лЪфвыхъ частей заключаютъ обпай множитель 2; 
мы можемъ и. это, конечно, слфдуетъ сд$лаль) оО каждое изъ 


уравнен1й на 2. Получаемъ: 


с + 154 + 151е + 1275} = — 0,01405, 
в-+ 124-н= 971е- 660} = — 0,02040, 
с 94-= 55е + 285; —= — 0,03230, 
с 64-+ 95е+ 90/ = — 0.05890. 


Далфе посредствомъ новаго вычитан!я находимъ: 


34 + 54е + 615} = 0,00635. 
34 — 42е 375} = 0,01190, 
за + 30е + 195 = 0,09660,_ 


Или, раздЪливЪъ на 3: 


а — 18е + 205} = 0,0021167. 
4 + 14е + 125} = 0,0039667, ... 
4 10е + 65} = 0,0088667. (1) 


- (4) 


‚ (5) 


(6) 
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Чтобы и далфе имЪть дЪло съ десятичными, числами пришлось 
остановить д$лен!е на какомъ-нибудь десятичномъ знак$. Мы оста- 
новились при дфлении на седьмомъ знак$; ошибка, происшедшая отъ 
этого, по большей м5р$ равна четыремъ единицамъ восьмого знака. 
Мы помфтимъ это маленькой четверкой, приписанной въ скобкахъ. 

При новомъ вычитати ошибки въ худшемь случаБ сложатся; 
сл5довательно, мы имЪемъ: 


4е + 80} = — 0,0018500 ю 

4е - 607 —= — 0,0049000 (8) 
что посл д$леня на 4 даетъ: 

е - 20} —= — 0,0004625 (8 

е +- 15} —= — 0,0012850 (2) ) 


При дБлеви на 4 ошибка, сд$ланная выше, также раздфляется на 
4, поэтому она не превосходитъ теперь двухъ единицъ восьмого де- 
сятичнаго знака. Наконецъ получаемъ: | 

5} —= 0,0007625 (4)........ . (9). 
а сл$довательно 
Х = 0,0001585 (1) 

Теперь, когда / вычислено, удобнЪе всего для получен1я остальныхъ 
коэффишентовъ воспользоваться послфднимъ равенствомъ каждой си- 
стемы. Правда, при такомъ методЪ ошибки будутъ довольно быстро на- 
копляться, но слБдуетъ зам$тить, что для того, чтобы наши равенства, 
были вЪрны. съ опредфленной степенью точности. нфтъ надобности На- 
ходить первые коэффишенты съ той же точностью, какъ послЪдн!е: 
ВвЪдь, послЪдн!е коэффишенты, по крайней мЪрЪ въ н$которыхЪъ изъ 
этихъ равенствъ, помножены на числа гораздо большая, ч$мъ первые. 

Выкладки даютъ посл$довательно: 

— 0,0012250 (2) 
— 15} —= — 0,0022875 — (15) 
е —= — 0,0035195 ° (47) 


| 0,0088667 (4) 
— 10е =-+ 0.0351950 (470) 





— 65} = — 0,0099125 — (65) 
4'—=  0,0340792 (239) 
— 0,0589000 
— 64 = — 0,2044758 (1434) 
— 90Х = — 0,0137250 — (90) 
— 0,2771009 


— 985е == + 0,0878125 (495) 
с = — 01892877 (1949) 
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0,4055000 
— 15е = 0,0526875 (955) — Та = — 0,2385544 (1473) 
— 3 =  0,5678631 (6847) — 31/ = — 0,0047275 (31) 
1,0260506 — 0,9432819 (1504) 
— 0,2432819 (1504) 
р =  0.7827687 (8606) 
наконець: 
_ 06931000 — } —= — 0,0001595 (1) 
— ее 0,0085125 — (17) — 4 = — 0,0340792 (239) 
_— 6 = _ 0.189287$ (1949) —6 = — 0,7827687 (8606) 
0,8859002 (1966) —__ —_0,8110004 (8846) 
— 0.8170004 (8846) 
а = —0.0688998 (10812) 


Теперь видно, что въ (6) дЪлен1е надо было непремЪфнно про- 
должать до седьмого десятичнаго знака, такъ какъ въ противномъ 
случа$ ощибки, которыхъ можно ожидать, были бы еще въ 10 разъ 
больше. Если подставимъ найденныя значения коэффищентовъ въ 
‘общую формулу и сохранимъ въ каждомъ изъ нихъ одну цифру 
посл$ посл$дней, за которую можно еще ручаться, то получимъ: 


у = 0.0689 + 0,78277х -—- 0,18929° -н 
—= 0.0340794° — 0,00351255“ —- 0,00015255°. . (11) 
Если мы хотимъ испытать правильность вычисленй, то стоитъ 


только провфрить, удовлетворяется ли одно изъ другихъ уравневшй 
первой системы найденными значен1ями. Мы им$емъ, наприм$ръ: 


а == 0 0689 

56 — 3,9138 
256 =; — 4,7322 

125 а == 4,2599 
625е = — 2,1953 

31257 = 0,4766 
8.1199 о 

— 6.9275. 

ГОТ 


Получилось полное совпадене. хотя и могла получиться разница, 
на н$еколько единицъ четвертато десятичнаго знака, потому что. 
нельзя ручаться за вЪрность четвертаго знака въ значении, найден- 
номъ для числа а. 

Сл$фдуетъ разсмотр$ть еще одно очень существенное‘ обстоятель- 
ство. Наблюденя, которыя мы хот$ли выразить нашей формулой, 
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никогда не бываютъ совершенно точными: невозможно достигнуть 
того, чтобы значен1я х, для которыхъ мы наблюдаемъ соотв тетвую- 
пе у, отличались другъ оть друга точно на одинаковыя величины; 
такъ же, какъ невозможно изм$рить значения у совершенно точно: 
въ эти значен1я, навЪ$рно, будуть включены ошибки наблюдегрля. 
Мы можемъ однако не разематривать влляюя погрфшностей х-овъ; 
дЪйствительно, если измфрено 19, соотв$тетвующее не выбранному 
значению х, а нфеколько отличному отъ выбраннаго, то вм$сто этого 
можно считать, что приближенно найдено у, соотв$тетвующее вы- 
бранному х. Поэтому для пфлей нашей задачи можно вс погрш- 
ности приписывать. значен1ямъ у. Возьмемъ опредфленный случай: 
допустимъ, напримЪръ, что въ приведенныхъ значемяхъ у можно 
полагаться на столько знаковъ, сколько у насъ выписано, т. е. что 
ошибка не превосходить пяти единицъ пятаго десятичнаго знака: 
Но если вычесть два числа, причемъ каждое дано съ точностью 
пяти единицъ пятаго знака, то можно поручиться только за то, что 
ошибка въ разности не превзойдетъ десяти единипъ того же знака; 
вЪдь, можеть случиться, что какъ разъ уменьшаемое на пять еди- 
ницъ слишкомъ велико, а вычитаемое на пять единицъ слишкомъ 
мало или наоборотъ; въ этомъ случа правыя части равенствъ (2) 
могуть заключать ошибку на 10 единицъ, а правыя части равенствъ 
(3) на 20 единицъ пятаго знака. Дфлеше на 2 опять уменьшаетъ 
ошибку вдвое, и поэтому можно утверждать. что правыя части въ 
равенствахъ (4) приведены съ точностью до 10 единицъ пятаго знака, 
а въ равенствахъ (5) до 20 единицьъ того же знака. При дБлени на 
3 ошибка вновь уменьшается, но здЪеь присоединяется ошибка, про- 
исходящая отъ того, что дфлене прерывается; такимъ образомъ 
можно ручаться за то, что ошибка въ правыхъ частяхъ равенствъ (6) 
не превосходить 6670 единицъ восьмого знака. 

Продолжая такимъ же образомъ, заключаемъ, что ошибка, въ худ- 
шемъ случаЪ, содержитъ: 


въ равенствахъь (7): 13340, 
я (8): 3335, 
> равенствЪ 9 6670, 


и наконецъ, въ значении, приведенномъ для }: 1334 единицы вось- 
мого знака посл запятой. 

Если идти такимъ путемъ, то можно было бы прийти къ заклю- 
чен1ю, что пока дойдемъ до первыхъ коэффищентовъ ошибки могутъ 
накопиться такъ значительно, что относительно коэффищента а. по- 
жалуй, нельзя будетъ даже сказать, положителенъ ли онъ или отри- 
цателенъ. Въ дЪйствительности, дфло ужъ не такъ плохо: боле точ- 


007 
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ное изслдован1е обнаруживаетъ, что при вычислен!и : остальныхъ 


коэффищентовъ по найденному /, ошибки никогда не могутъ веЪ 


складываться между собой. Мы можемь судить о точности вычисле- 
н1я, если возьмемъ самый неблагопрлятный случай, а именко, что 
вс значен1я у заключаютъ ошибку равную половинф единицы че- 
твертаго знака и притомъ поперем$нно слишкомъ велики и слиш- 
комъ малы; пусть, напримЪръ, истинныя значен1я у не тЪ, которыя 
приведены въ равенствахъ (1), а сл$дуюппя: 
1,94595  1,19165 1,60945 138625 109865 0,69305. 
ВЪ такомъ случаЪ во второй части въ равенствахъ (2) должно бы быть: 
0,1548, 0,1822, 0,2232, 0,2876, 0,4056, 


ВЪ равенствахъ (3): ь 


— 0,0979, — 0,0410, —0,0644, — 01180, 
въ равенетвахъ (4): 


— 0,01395, — 0,02050, — 0,08220, — 0.05900, 
въ равенствахъ (5): | 
0,00655, —0,01170, 0,02680 
въ равенствахъ (6): | | 
0,0021833, 0,0039000, 0,0089333, 
въ равенствахъ (7): 


— 0.0017167, — 0,0050833, 
въ равенствахъ (8): 
— 0,0004999, — 0,0019583, 
въ равенествЪ (9): 
0,0008291 


и для / получилось бы значене: 
{= 0,0001658. 


Дал$е, отсюда получилось бы: 





0,0089333 
— 0,0012588 — 10е=  0,0374530 
— 15/ = — 0,0094870 — 657 = — 0,0107770 
е —= — 0,0037453 д— —0,0356093. 

— 0,0590000 

— 64 = — 0,9136558 

— 907 = — 0,0149220 

— 09875778 

'— 95е = — 0,0936395 


с = — 01939453 


Ы 
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0.4056000 
— 15е = 5 
р 06196 т — 0,9409661 
— Зе= —0,5818359 И 
с 0 00052398 
1.0436154 [02544049 
_  — 0,2544049 
Ь — 0,71892105 
0.6930500 
—е= — 0,0037453 — = 0,0001658 
— 6 —  0,1939458 — 4 = — 0,0356093 
0,8907406 — р == — 0,7892105 
— 0,8249856 ^— — 0,8949856. 
= 0,0657550 


Итакъ, въ этомъ случа вмфето уравненая (11) мы получаемъ 
такое: 
) — 0,0658 = 0,78991% — 0,1939547 = 
—= 0,035609° — 0,00374535*“  0,00016585ж°. . (12). 


Изъ сравнен!я съ прежнимъ результатомъ видно, что когда зна- 
чен1я у наблюдены съ точностью до одной десятичной, то ни одного 
изъ коэффищентовъ нельзя опредлить съ точностью до одного про- 
цента. Можно получить понят1е о вмяюи отдЪльныхъ ошибокъ на- 
блюден!я на результаты, если составить функщю, которая при 
значешяхь х = 1, ©, 3, 4, 5 обращается въ нуль, а при т = 6, 
равна 0,00005. Находимъ: | 

/ —= — 0,0000504 -н 0,0001151х — 0,00009454° 


—= 0,00003575° — 0,00000635* — 0,0000004212?. 


5 57. Отдёльное вычисление членовъ четнаго и нечетнаго порядковъ. 

Въ такихъь случаяхъь, какъ вышеприведенный, вычислен!е дЪ- 
лается немного проще, если начать отечитывать независимую пере- 
МЪнную не отъ крайняго значен1я, а оть ариеметическаго средняго 
значен, выбранныхъ для 1. КромЪ того, чтобы не вводить лиш- 
нихъ дробей, можно отнести значевнля новаго аргумента къ другому 
масштабу. Въ разсмотр$нномъ нами примфр$ положимъ: 


Е 
г... 
= о 


_ 





Теперь можно считать у за функшю отъ & и попытаться пред- 
ставить наблюденля формулой вида: 
У = Ф (& = «-н ВЕН 1 -+ 0 - = + 6... . (2) 
Отдфлимъ здБсь члены съ четными и нечетными показателями, 
11 
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в ее ЕВЕ д ое (3) 
2 —= В-н 6 -- 6, 
тогда, 
| Ем. РМ теще а . (4) 
Такъ какъ | - 
ф (— Е) = а — ВЕ-н 1 — 63 - =Ё* — (8,. .. . . (5) 


то получается: 


А 


1 = 5 ($ +С` 9} 


= 9 —$С-9},........ ©) 


Итакъ, надо на основанйи наблюдеюй опред$лить обЪф величины 
7. ит. и затБмъ каждую изъ нихьъ предетавить формулой приве- 
деннаго въ (3) и (4) вида. Съ этой цБлью составимъ таблицу: 


х Е у 

1 —5 06981 

о —3 10986 

3 —_1 13863 Сумма Цифференц. т, 2 
4 +1 156094 13868 99957 0,2931 149785 0.11155 
Б +3 11911 10986 2,8908 06981 1.44515 0.11559 
6 +5 159459 0,6391 26390 1,9598 1,31950 0.12598 


оначитъ, коэффищенты а, 1, = надо найти изъ слфдующихъ ра- 
венствъ: | 
& 251 625: = 1.31950 
«-- Эу-- 81е = 1.44515 
ан 1 = — 1,497185. 


Такъ же, какъ въ предыдущемъ параграфЪ, получаемъ: 


_ 161 -+ 544. — — 0.19565 1,49785 
81-= 80: = — 0,05970 — 1 = 0,00606 
1-4 34е— — 0,007853 И 
1-—= 10:= — 0,006587 о — 1,50396 
24: — — 0,001966 | 
е — — 0,00005975 
— 10е = -+ 0,0005975 
— 0,006587 
„ —= — 0,006060 


Такимъ же образомъ находимъ коэффишенты выражетя 1., а 
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именно: 

В + 250 -+ 6256 = 0,12528 245 —= — 0,000114 

В+ 95-= 816 == 0,11552 с =  0,00000475 
В+ ды С—0,11155 — 106 = — 0,0000475 

160 -+ 54465 = 0,00976 — 0,000496 _ 

86 - 806 == 0,00397 6-—  0,000449 

_  б- 346—= 0.000610 

6+. 105 = 0,000496 0,11155 

— 6 = — 0,00045 

-— © = — 0,00000 

_ В=— 0.11110 


Соединивъ результаты обоихъ вычислен!й, получаемъ теперь у 
ВЪ ВИДЪ: 
у) —= 1,50396 -н 0.11110 — 00060602? = 0,000449 3 — 
| — 0,00005215 &*  0,000004175 =. 


Во многихъ случаяхъ нфтъ никакого основанйя отдавать пред- 
почтен1е разложен1ю у по степенямъ х передъ разложенемъ по сте- 
пенямъ &; тогда мы можемъ удовольствоваться найденнымъ выраже- 
н1емъ. Если мы желаемъ им$ть для у выражене, расположенное по 
<тепенямъ х, то надо въ выраженйи (6) замфнить Ё черезъ 2% — Ти 
произвести вычислен!я; посл$дея располагаются сл$дующимъ об- 
разомъ: 57 

у = 1,50396 -+ 0,11110 (2х — 7) — 0,006960 (42? -— 285 + 49) 

—= 0,000449 (85° — 845° -- 994% — 343) 

— 0,00005275 (164* — 29453 11764? — 27445 -+ 2401) 

—= 0,00000475 (324? — 5605* - 39204° — 137205 - 240105—16807) 

— 1,50396 | 

— 0,77770-+0,999905 

— 0,29694-+0.16968х—0,024240.? 

— 0,15401-+0,132014—0,0377167-+0,0035993 

— 0,12665-+-0,14475х—0,06203447-+-0,01181613—0,0008440* 

— 0,07983-+0,114051—0.06517052-+.0.01862053—0,00266005*+-0,00015203 
— -+ 0,05883-1+-0,78269%—0,1891604?+0,0340282:—0,00350405*--0,000159045. 


А ранфе у насъ было: 


у = 0,0689 -+ 0,78277х — 0,18999? + 0,0840795° — 0,00351255* + 
+ 0,00015955°: 


результаты отличатотся другъ отъ друга не боле, ч$мъ можно было 
ожидать. | 
Такъ какъ проще рёшить двЪ системы трехъ уравнен!й съ тремя 
неизв5стными въ каждой, ч$мъ одну систему шести уравней съ 
11 
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шестью неизв$стными, то второй способъ, по крайней мЪрЪ$ въ тЪхь 
случаяхъ, когда не требуется посл5днее преобразоване, значительно 
удобнЪе, чфмъ первый. Посл$днее преобразовате представляетъ. 
собой, когда оно является необходимымъ, непр1ятное усложнен1е вто- 
рого способа. 


8 58. Изельдоване значешя интерполирования. 

Положимъ, мы нашли по одному изъ способовъ, указанныхъ вь 
предыдущихъ параграфахъ, соотв$тствующее наблюден1ямъ выраже- 
н1е для 9. Есть ли основан1е думать, что и для другихъ значений 
х, кром$ наблюденныхъ формула, дасть истинныя значешя у? или, 
имфемъ ли мы право считать, что найденная формула есть выраже- 
не нЪкотораго закона природы? | 

Съ математической точки зрЪв!я на первый вопросъ можно дать 
только сл5дуюций отвЪтъ: нЪть никакого основанйя думать такъ. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть Е (2) — неизв$етное намъ правильное вы- 
ражене искомой функщи, а ] (х)—то, которое найдено при помощи 
интерполирован1я, тогда мы можемъ только сказать, что. 


П(жуееы Е" (2) — (2) с зе ша (1) 
для данныхъ значен!й х обращается въ нуль. Если бы даже было 


известно. что эта разность ЦФлая, рашональная функшя х, то все же 
можно было бы положить ее равной произведен!ю 


&— 1 (1—2) 1—3) @—4 2—5) @—6)304),. 


гдВ Ф (2) — произвольная пфлая рашональная функшя 5; если бы не 
было дано и этого, то $ (5) была бы произвольная функшя, ограни- 
ченная только т$мъ условлемъ, что при х = 1, 9,....6 она должна 
имфть конечныя значения. | 

Итакъ, надо сказать, что задача интерполирован!я, если ее раз- 
сматривать съ чисто математической точки зрЪная, представляется 
совершенно неопред$ленной. 

Однако дфло совершенно изм няется, если встать на естествен- 
но-научную точку зрЪня; тогда можно основываться на принципв 
правильности изм5нен!ий въ природ. Этотъ принципъ является пред- 
посылкой всякаго изученая явленйй природы. Съ этой точки зрьня 
мы можемъ, какъ это было уже сдфлано въ 8 7, разсуждать такъ: 
если рядъ точекъ одной кривой совпадаеть съ точками другой, то 
эти ДВЪ кривыя не могутъ значительно уклоняться другъ отъ друга 
кромЪ того случая, когда одна изъ нихъ имфеть очень неправиль- 
ный видъ. Теперь мы можемъ утверждать это съ большимъ основа- 
темъ, ч$мъ раньше, такъ какъ мы убЪдились при вычислен1яхъ, 
сдЪланныхъ выше, что даже небольшия неправильности въ изм%не- 
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няхъ функщи влекутъ за собой значительныя неправильности 
въ измфнеюми производной перваго и въ особенности высшихъ 
порядковъ. 

Нельзя однако дфлать подобныхъ заключений относительно вида 
кривой вн$ той области, къ которой относились наблюден1я: двъЪ 
кривыя, почти совпадаюния между н$Ъкоторыми границами, могутъ 
очень сильно разойтись вн$ этихъ границьъ (ср. $ 42). Значить, если 
наблюден1я относятся только къ значен1ямъ независимой перем$нной 
внутри нЪкоторой области, то нельзя сд$лать никакихъ заключей 
даже съ естественно-научной точки зр$ея о значемяхъ функщи. 
вн этой области. Это положен1е иногда высказываютъ въ такой 
формЪ: можно интерполировать, но нельзя экстраполировать. Впро- 
чемъ, нельзя не упомянуть о томъ, что мномя естественно-научныя 
открыт1я были сд$ланы при помощи см$лаго экстраполирован!я; но 
при этомъ надо помнить, что на результаты экстраполированя можно 
полагаться только въ томъ случаЪ, когда самые результаты или ихъ 
слфдетвя пров$рены непосредственными наблюденями. о — 

Приведенныя соображеня р$шаютъ и второй предложенный во- 
просъ: а именно, мы можемъ считать формулу, найденную при по- 
мощи интерполирован1я, только тогда за выражен1е нЪкотораго за- 
кона природы, если выяснена ея связь съ другими формулами. 


$ 59. Интерполироване посредетвомъ исчиелен1я разностей. 

Положимъ, на основанйи наблюден!й у выражено въ видЪ функ- 
щи отъ х по приведенному выше методу; въ такомъ случаЪ для 
разысканля какого нибудь наблюденнаго у надо только въ получен- 
ной формул подставить вм$5сто х данное значене и этотъ премъ 
оказывается, дфйствительно, самымъ простымъ, если требуется найти 
у, соотв$тетвующее только одному данному значению 5; но если мы 
хотимъ опред$лить для цЪлаго ряда значений х соотв$тетвующия у, 
то это легче сдЪлать иначе; причемъ даже н$тъ надобности выво- 
дить общую формулу. 

Въ особенности это просто, когда формула съ двумя членами 


вида: Е ба ыы а ва о) 


даеть удовлетворительное согласе съ наблюденями. Пусть (5, 9,) 
и (х., 9.) двЪ пары соотв$тетвующихъ значевй, полученныя опыт- 
‚нымъ путемъ, а х лежитъ между х, и <,; въ такомъ случа можно 
написать сл$дуюпиая равенства: 

у, = ах, -+- | 

НЕА Е оне ва (2) 

у. = а. 6 | 
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Если придерживаться способа $ 56, то надо изъ перваго и по- 
слфдняго равенства опредфлить коэффищенты аи 6 и подставить 
найденныя значеня во второе равенство; но можно вмЪсто этого 
исключить а и 6 изъ этихъ равенствъ, т. е. получить такое уравне- 
н1е, которое уже не содержитъ а и 6. Сначала посредствомъ вычи- 
тан1я получаемъ: | 

у — у =@(@ — 1, . (3) 
у. — 9; —а (4, — #1) 
и затЁмъ д$ля одно на другое: 


Е ло. ее № 
92 — У, 22 2 

Цля интерполированля очень часто пользуются этой формулой, на- 
примЪфръ, ее можно прим$нять въ большей части логариемическихь 
таблицьъ; обыкновенно въ логариеомическихъь таблицахъ приведены 
маленьк1я таблички съ’ заглавемъ РР (Рашез ргорогопа]ез), кото- 
рыя облегчаютъ вычисленя по посл5дней формулЪ: 1, —х, есть та 
постоянная разность, на которую измфняется независимая перем$н- 
ная (она равна единиц посл$дняго знака); разность х—х, равна 
одному изъ чиселъ 1 — 9 и обозначаетъ единицы знака сл$дующаго 
за посл$днимъ приведеннымъ; у, — у —‹табличная разность», т. е. 
разность между ‘двумя рядомъ стоящими логариемами (значен1ями у); 
табличка «РР» содержить нужныя намъ произведеня (,— у) 
(х— 2). Вычислен1е можно производить такимъ образомъ, если ока- 
зывается справедливымъ допущен1е, что между двумя рядомъ стоя- 
щими числами таблицъ интерполируемая функшя измфняется при- 
близительно, какъ линейная, т. е. равнымъ разностямъ х— х, соот- 
вЪтетвуютъ также равныя разности у— 9, по крайней мЪрЪ для 
нфсколькихъ сл5дующихъ ближайшихъь табличныхъ значений. (При 
этомъ не сл5дуетъь придавать значён1я изм$нен1ю разностей у— и, 
на единицу посл$дняго знака, такъ какъ такая погр$шность можеть 
произойти вел$детв1е откидываня вс$хъ цифръ, стоящихъ за по- 
слЪдней выписанной цифрой). 

Обыкновенно обозначаютъ разницы отдфльныхъ значенй хиу 
черезъ Ах и Ау. Соотвфтетвенно этому равенство (3) можно перепи- 


сать въ видъ: | 
Ау — аАх. (.......... (6). 


Иногда нельзя удовлетвориться такимъ простымъ интерполиро- 
ванемъ, но и въ этомъ случа можно воспользоваться разностями:; 
тогда приходится брать разности не только перваго, но и высшихъ 
порядковъ, которыя получаются, если составить сначала разности 
ближайшихъ значен1й у, зат$мъ разности этихъ разностей (‹раз- 
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ности второго порядка» или просто «вторыя.разности») и т. д. Р$дко 
есть основан1е принимать во вниман1е разности порядковъ, выше 
второго; но разберемъ тотъ случай, когда разности 3-го и 4-го по- 
рядковъ должны быть приняты во внимане. Мы покажемъ ходъ 
вычислевй на одномъ примфр$, причемъ сд$лаемъ н$которыя упро- 
щеня, которыхъ всегда можно достигнуть введен1емъ новой пере- 
м$нной: пусть начало отсчета х-овъ совпадаеть съ среднимъ ариеме- 
тическимь всЪхъ взятыхъ х и пусть еще разность ближайшихъ 
значен1й х равна единиц®. Если интерполируемую функшю въ раз- 
‘сматриваемой области можно съ достаточной точностью представить 
Цлой рапональной функшей 4-й степени: 


у = а + 6х + сх’ - 443 -- е*, ....`.. (6) 
то мы возьмемъ пять наблюдений: 


/—2 —= а — 26  4с — 84а -н 16е` 


1 —=@ — 6 с 4- е 
у) =а ие Зе 
у —=а-+ ББ е+ 4+ е 
у, = а- 26 + 4 -н 84 -н 16е , 


Теперь составляемъ разности рядомъ стоящихъ равенствъ; при 
этомъ введемъ такое обозначение: 


У т У» — Аут 3 . * ° ъ : ь ® ъ ъ (8) 


тогда получаемъ: 
Вуда 3е-+ 17а — 15е 


Ау _ 1—6 — с 4— е 

| (9) 
Ау —=6бЪ-- с 4+ е 
луз = о + Зе + 74а - 15е | 


Вычитая вновь, получаемъ вторыя разности: 
Ау — 26 — б4-н+ 14е 
АЗ 96 г ы ен + (10) 
Ау — 96 + 64 -+ 14е | 

Повторене того же процесса даетъ: 


АЗу 1 — 64 — 19е \ 
2. бете со о - 5 
) 


АЗу1 — 64 —= 1%е 
2 
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и наконецъ, четвертая разность равна: 
АУ = 94е (и... . (19) 
Съ помощью этихъ формулъ можно коэффишенты а, 6.... выразить 
черезъ приведенныя разности; выражен1я принимаютъ наиболЪе про- 
стой видъ, если обозначить: 





А Е 1 (Ау_1 —- Ау!) | 

2 5 5 

1 Ф Ф Ф* ® (13) 
А -— 9 (У: = Ау: 


Въ такомъ случаЪ: 
1 1 ал 1 


о 
= А — А, а = ..... . . (14) 
Искомое выражене для у представляется теперь въ такой форм%: 


АЗу Ач А* АЗ 
уе [4% — 5’) + ( а 2 + 





А*у 
* о „ ® ° - ® ® ® . > ® ® 
54 (15) 


Собирая члены съ разностями одного порядка, находимъ: 


7"? й т — и 1“ — 12 
у == у, - ХА -5` АУ РН. АЗу, д А*у, . . (16) 








Чтобы примфнить это къ примЪру 8 57, откинемъ тамъ послЪд- 
нее данное и составимъ такую таблицу: 


у ду Ау Ау Ау 
0.6931 
0,4055 
ее 117 
_ 1,0986 0,2877 0,1178 ‘0.0538 
1,3863 о — 0,0646 а — 0,0294 
1,6094 нор — 0.0408 | 
1,7917 
Изъ этой таблицы получаемъ: 
Ау — 0,2554, Ау бе 0,0646, А°у‹ =—- 0,0385, А*, — — 0,0294, 
1 1 1 
5 А*у, —= — 0,0333, 6 Ау, = 0,00642, 54 А*у, —= — 0,001295, 
слфдовательно: 


у = 1,3863 + 0,2490 (2—3) — 0,0311 (5 — 3)* + 0,00642 (2 — 3) — 
— 0,001225 (5 — 3)*. 


Та 
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Если требуется найти только одно значене у, соотв$тствующее 
нЪ которому значен1ю х, лежащему внутри той области, для которой 
были произведены наблюденя, то нужно просто подставить х въ 
посл5днюю формулу. Но если хотимъ найти значеюмя у, соотвЪт- 
ствуюц!я цфлому ряду значешй х, лежащихъ на равныхъ разетоя- 
няхъ. другъ отъ друга, то можемъ поступить сл5дующимъ образомъ. 
Положимъ, мы ищемъ значен1я у для значен!й х, разности 0х ко- 
торыхъ равны между собой, но составляютъ только я-ую часть раз- 
ностей Ах, наблюденныхъ х, для которыхъ извфетны значения у. 
Для опредБленности положимъ п = 10, такъ что 


1 : 
О — = А. © ® ы ` ® « = ® ® > ® 1 
07 = 1044 (17) 


Въ такомъ случа мы можемъ формулу (15) сопоставить съ такой: 
А 1 [1х 1 
= = (3% — ве 0" 


040 + 10 0 р ен О 
6 24 
Но нужно замфтить сл5дующее: въ формулЪ (15) было принято, 
что х измфрено въ такихъ единицахъ, что Ах = 1, соотв$тетвенно 
этому формула (18) написана въ предположен!и, что 0х = 1. Чтобы х 
имЪло Въ обфихъ формулахъ одно и то же значен1е; надо замфнить 


въ формул (15) х черезъ 16) такъ что эта формула принимаетъ видъ: 


+ 27° 

















-№) + 2 [А А %\. 27° _ А“ 





д 
йо % 6. 100 \ 2 24 ] 1000 „6 
| А... . (19) 
10000 24 


Такъ какъ значеня у, полученныя изъ об$ихъ формулъ, должны 
быть одинаковыми, то сравнен1е коэффишентовъ въ обфихъ форму- 


лахъ даетъ: 
: т ПС 1 
0 т 6 03). вы, 10 |9 — 6 Уз») 
о 


д. < 1 а 1 
0°у) — 15 0%) = т (А 9/9 та чу.) 


м2 1 
79 — 1000 


ея з (90) 
А°уо 


1 
54 ее 
7% 10000 ^ *° 
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Посредетвомъ этихъ формулъ можно найти разности 0, если даны 
разности 4; въ настоящемъ прим$р$ им$емъ: 


5) — — 0,00000994 лу, —= 0,2554 
03, =  0,0000385 — с АЗу, — — 0,0064 
— 0,2490. 
АЗу, — — 0,0646 = 0,02490 
— о. Ау, — + 0,00945 х 53, = — 0,00001 
— 0,06915 бу, = —0,09491 
0°/, —= — 0,0006215 


Посредствомъ сложен1я и вычитаря получаемъ еще: 


06°, = 0,09460, 


№2 | += 


09, — 6 же 
5 
ЕР, 034 --Е- 


зу 04у, — 0,00003703. 


ко| -— 


>— 


Им$я эти значеня, мы можемъ построить таблицу совершенно анало- 
гичную той, которая помщена на стр. 168; но теперь намъ придется 
составить эту таблицу справа нал$во; при этомъ надо будетъ, и мы 
на это имБемъ право, принять, что пятыя разности здЪеь не оказываютъ 
вляЕя, т. е. что четвертыя разности вс равны между собой. Вы- 
пишемъ сначала значеня у, бу,, 5*у,, 639, въ такую таблицу: 

2 2 
1,3868 — 0,0006215 
0,02460 0,00003703. 

По этой таблицё мы найдемъ у, (т. е. значене у при х = 3,1); 

сложивъ 07, съ у, получаемъ 1,41090. ДалЪе можемъ написать: 


у, — 6, - 639, = — 0,0005845 


_И затБмъ: 


$72 


у. — 6, —— 60°, — 0.02402, 
2 2 3 


2 = 9: -+ 99, == 1.434982. 


Теперь уже таблицу можно переписать въ такомъ видфЪ: 


1,3863 — 0,0006215 
0,02460 0,00003703 

141090 — 0,0005830 — 0,00000994. 
0,02402 | 

1.43492 
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Цал$е, послЗдовательно вычисляемъ: 


53у, —=83у + 0% = — 0,00003409, 


и] 


0), = 0°у,  0*у, == — 0,0005504, 
07; —= 64, + 69, =  0,02341, 
уз = У›-= 67, =  1,458839. 


Внеся эти результаты въ таблицу, получаемъ: 


1,3363 — 0,0006915 
0,02460 0,00003703 

1.41090 — 0.0005845 — 0,00000294 
0.02402 0,00003409 

1.43499 — 0,0005554 — 0,00000294 
0.02347 0.00003115 | 

1.45839 


Такимъ образомъ мы поступаемъ и далфе, приписывая, какъ мы 
уже говорили, четвертымъ разностямъ всегда одно и то же значение; 
наконецъ, получаемъ: 


1,3863 — 0,0006215 
0,02460 000003703 

1.41090 — 0,0005845 — 0,00000294 
0.02409 000003409 

1.43499 — 0,0005504 — 0,00000294 
0.02347 000003115 

1.45839 — 00005199 — 0,00000294 
0,02295 | 000009821 

148134 — 0,0004910 — 0,00000294 
0,02946 0,00002527 

1,50380 — 0,0004657 — 0,00000994 
0.09199 0,00002933 

1,59579 — 0,0004434 — 0,00000294 
0.02155 0,00001939 

1.54734 — 0,0004940 — 0,00000994 
0.09113 0,00001645 

1.56847 — 0,0004076 — 0,00000394. - 
0.02078 0.00001351 

1,58919 — 0,0003941 
0,02033 


1.60952 
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Посл днее. значене у, соотв тствующее 5—4, должно бы совпа- 
дать съ заданнымъ, именно, у = 1,6094; эти значеня отличаются на 
единицу четвертаго знака посл запятой, но большей точности и 
нельзя было ожидать. Совпадене найденнаго у съ заданнымъ слу- 
жить провфркой правильности вычислений. 

ТВ же значеня у можно получать еще иначе: будемъ исходить 
изъ значен1я у, даннаго для х=4, найдемъ соотвЪтсетвуюция раз- 
ности и построимъ таблицу вверхъ. Вотъ требуемое вычисление: 





у, = 1,6094, Ау, = 0,2097, А?у, = — 0,0408, Азу, = 0,01895, 
Ау, = — 0,0111, 8%, = — 0,00000111, 23 = 0,00001895, 
- Д*у, —= — 0,0408 Ау, —= 0,2027 
1 м 

— 5 А = + 1000 — = 3% = — 0,0030 

— 0,0399 0,1997 
0°/) —= — 0,000399- 6/, = 0.01997 

\ 
. а 
бу_1 —= 0% — э 0, = 0,02017 


х 1 > 
у — 60%, — 9 0*/, — 0,0000188 


Исходя изъ найденныхъ значен!й, строимъ таблицу: 
1,38626 


0,024.74 
141100 — 0,000608 
0.02413 00000976 
1.43513 — 0,000580 — 0,00000111 
ПО. 0,09355 0,0000965 5 
1.45868 — 0,000553 — 0,00000111 
0.02300 0,0000254 
_ 1.48168 — 0,000598 — 0,00000111 
0,09247 . 0,0000943 
1,50415 — 0,000504 — 0,00000111 
| 0.02197 0,0000232 
1,52612 — 0,000481 — 0,00000111 
0,02149 | 0,0000221 
1,54761 — 0,000459 -— 0,00000111 
0,02103 0,0000210 
1,56864 — 0,000438 — 0,00000111 
_  0,02059 0,0000199 
1.58923 | — 0,000418 | — 0,00000111 
0,02017 00000188 


1,6094 — 0.000399 — 0,00000111 


—. 3 
© _ 
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То, что первое число, выписанное въ этой таблиц, получилось 
съ погр5шностью равной только четыремъ единицамъ пятаго знака, 
служитъ пров$ркой сд$ланныхъ вычислевй. Изъ сравнен1я таблицъ 
видно, что онф очень хорошо согласуются для крайнихъ значенй х, 
но больше расходятся въ среднихъ частяхъ; значен1я, соотвЪтетвую- 
ия д = 3,5, отличаются другь оть друга на 35 единипъ пятаго 
знака. Если такое несогласе по требован1ю задачи недопустимо, то 
при вычислевни надо взять также пятыя разности, а не ограничи- 
ваться четвертыми. | 

Легко убЪдиться въ томъ, что уклонеюя получились бы гораздо 
большия, если бы разности высшихъ порядковъ не были вычислены 
съ большимъ числомъ десятичныхъ знаковъ, ч5мъ заданныя знамче- 
ня у. Но съ другой стороны н%ть также смысла брать для значе- 
НЙ у большее число знаковъ, если за точность ихъ нельзя ручаться, 
потому что каждая погр5шность въ значеняхъ функши переносится 
и на значенля, полученныя изъ нихъ вычисленемъ. Въ нашемъ вы- 
числен1и не сл5дуеть полагаться на пятую пифру, но все-таки лучше 
ея не опускать, чтобы не увеличить этимъ ошибки еще больше. 


$ 60. Интерполироване на основами большаго числа наблюдений. 


До сихъ поръ мы брали въ формулахъ интерполированя, кото- 
рыя должны были давать зависимость между двумя перем$нными, 
столько членовъ, сколько различныхъ наблюдев!й было произведено; 
такимъ образомъ получалась система съ одинаковымъ числомъ урав- 
ненй и неизв$етныхъ. Часто дфлаютъ больше наблюденй, чЪмъ 
число коэффищентовъ въ принимаемой формул интерполирования, 
И это съ той цфлью, чтобы, во-первыхъ, лучше опред$лить коэффи- 
щенты и во-вторыхъ, , чтобы этимъ уменьшить вляне ошибокъ на- 
блюден!й. ЕстественнЪе всего въ такомъ случаЪ выбрать наиболфе 
надежныя наблюденая, представить ихъ формулой интерполированйя 
и затБмъ уже испытать, справедлива ли эта формула для другихъ, 
не использованныхъ при нахождени ея наблюдений. Если посл$днее 
имфетъ м$ето, то это даетъ основан1е считать; что формула пра- 
вильно перецаетъ ходъ явленй, по крайней мБ5р$ въ той области, 
ВЪ которой были сд$ланы наблюден1я; а если этого нЪтъ, то остается 
еще открытымъ вопросъ о томъ, нельзя ли, можетъ быть, внеся нЪ- 
которыя небольпая измЪнен1я въ коэффишенты, достигнуть тото, 
чтобы формула хорошо удовлетворяла обтальнымъ наблюденямъ, 
не переставая въ то же время давать хороппе результаты и для ТЪхъ 
наблюденй, на основайи которыхъ она первоначально получена. 
Въ этомъ случа пришлось бы сдЪлать новыя вычислевя, выбравъ 
уже друмя наблюден1я за исходныя. Поэтому теперь возникаетъ во- 
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просъ, нельзя ли воспользоваться всф$ми наблюдешями и притомъ 
такъ, чтобы получить формулу, которая бы представляла наблюде- 
ня лучше, ч$мъ всякая другая формула того же вида. 

Чтобы отвфтить на этотъ вопросъ, надо раньше условиться, что 
значить, что одна формула «лучше» представляетъ наблюден!я, чфмъ 
другая. Астрономы и геодезисты обыкновенно считаютъ, что та фор- 
мула лучше всего изображаетъ наблюдения, которая даетъ наимень- 
шую сумму квадратовъ разностей между вычисленными и наблю- 
денными значенями. Чтобы практически провести этотъ принципъ, 
требуется столько вычислен1й, что имъ мЪсто только въ т5хъ слу- 
чаяхъ, когда даны очень точныя наблюден1я, какъ это и бываетъ 
обыкновенно въ астроном и геодези. ВКромЪ случая очень точныхъ 
наблюдений и противоположнаго ему столь ненадежныхъ наблюде- 
ый, что вообще не стоить дфлать много вычислен!1й, есть очень 
много случаевъ, когда оказывается возможнымъ и полезнымъ восполь- 
зоваться всфми наблюденями, но способъ наименьшихъ квадратовъь 
_слишкомъ затруднителенъ. 

Если требуется представить наблюденйя двучленной формулой: 


/ —= ал -н 6, 


то очень часто удобно прибЪгнуть къ графическому изображен!ю: 
для этого надо нанести результаты наблюдений на чертежъ и по- 
строить такую прямую, которая проходить возможно ближе ко веЁмъ 
намфченнымъ точкамъ. Конечно, этотъ способъ примфнимъ только 
тогда, когда достаточна точность, которой можно достигнуть при чер- 
чени. какъ это бываетъ при очень многихъ физическихъ наблюде- 
тяхъ; но И въ остальныхъ случаяхъ можно воспользоваться этимъ 
©пособомъ для приблизительнаго опред$лен1я функши и подвергнуть 
дальнЪйшимъ вычислен1ямъ только разности между значен1ями, по- 
лученными изъ наблюдеюшй и изъ графическаго изображеня. Если 
наблюден1я взяты черезъ равные промежутки времени, то можно 
такимъ же способомъ, отдфливъ члены четнаго отъ членовъ нечет- 
наго порядка. представить наблюден1я въ видЪ цзлой рацщональной 
функши второй и третьей степени. Во всБхъ остальныхъ случаяхъ 
МОЖНО съ успЪхомъ примфнить методъ, предложевный Коши. Этимъ 
методомъ, который не такъ извЪетенъ, какъ онъ того бы заслужи- 
валъ, слфдуеть пользоваться во всЪхъ тЪхъ случаяхъ, когда наблю- 
ден!я настолько хороши, что нельзя удовольствоваться описаннымъ 
графическимъ методомъ, и не такъ точны, чтобы стоило примВнять 
методъ ‹наименьшихъ квадратовъ». 

Со способомъ Коши мы ознакомимся на частномъ прим$р$. По- 
ложимъ, дано шесть наблюдевй и’ требуется представить эти наблю- 
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ден1я въ вид рашональной функши по возможности низкой сте- 
пени; однимъ изъ преимуществъ этого метода является то обстоя- 
тельство, что не нужно съ самаго начала вычислен!й предр$шать 
вопроса о числЪ членовъ, которые должны быть включены въ фор- 
мулу. Вопросъ въ нашемъ случа приводится къ рёшеню сл$дую- 
щихъ уравнен!й: 


а — 96 -+ 46 — За... = 0,94084 ` 

а— фо. с— 4-... = 0,95508 

а | — 0,96887 

аФж ф- е- 4+... = 0.98993 | и 
а-+ 6 + 4е + за+... = 0.99590 

а = З6 + 9е + 274+... = 1.00779 ‚ 


Раньше всего сл$дуетъ позаботиться о томъ, чтобы всЪ коэффи- 
центы при томъ неизв$стномъ, которое мы хотимъ опред$лить, были 
положительны; для этого въ случаЪ надобности придется перем$нить 
знаки въ н$фкоторыхъ уравнен1яхъ; относительно а это требоване 
у насъ выполнено. Сложивъ всЪ равенства почленно, получимъ: 


ба + 36 + 19е 274+... = 5,85001..... (2) 


За первое приближен1е мы будемъ считать то значене а, кото- 
рое получается изъ послдняго равенства, если принять въ немъ 
вс5 остальныя неизв$стныя равными нулю; это значен1е назовемъ 
черезъ а. ИмЪемъ: | 


ба, —= ба + 36 = 19+ 214-..., ..... (3) 
то есть: 
#; =10,97500 . ;. у.е. (4) 
ДалЪе обозначимтъ: р 
Я а А, зе © Та 5) 
Знакъ Д имфетъ здЪфсь другой смыслъ, чфмъ раньше. Введемъ 
вмБето х, 1’,.... вспомогательныя функщи, опредфляюпцяся изъ 
равенствъ: | 
Ух Уж. 
А) А == Зе г Ш м к (6) 
ГДВ Ух, Ул?,... обозначають суммы всфхъ встрёчающихся значе- 
в 2, 2’... Въ данномъ примЪрЪ: 
1 5 19 „ 
№% = 3, 4? = 19,... елд., 9 —=я— 5, а 5 * (7) 


Общее равенство: 
у=а- ды м... 
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переходитъ въ такое: 


9 


—ы} 


6 





о + Ау а Ао лю о Е. -0а 


ИЛИ, ТАкЪ какъ: 


№5 ре. 
а = ее -+..., 
6 6 
то 


Ду — ОА -н сАю-... (еее (3) 


Если подставить вмЪсто х, у и функшй, полученныхъ изъ нихъ, 
результаты наблюдений, то получается вторая система равенствъ: 





5 | \ 
— 5 О =. 00.03416 
2 () 
3 13 
ВМА лан» 
5 ве 0,01992 
1 9 | 
5 Мож... = 000813) 
х \ 9 
1. 135 е) 
Ро — в. ==> 0,00728 
3 5 - 
50+ вс-+... = + 0,02020 
фе + РА 


Мы опять должны позаботиться о томъ, чтобы множители при 6 
были вс положительными, т. е. надо измфнить знаки въ первыхъ 
трехъ равенствахъ; сложивъ ихъ, получаемъ: 


96 9е +... = 0,12043......- . (10) 


Въ качествЪ перваго приближен!я возьмемъ опять то значене 6,, 
которое получается, если пренебречь числами с, 4... т.е. положить что: 


96 — 9 -н 9+... . (11) 
значить: 

В 00139: 3. а м об хо за 
Наше допущене (что с, 4,. .. = 0), равносильно предположен!ю, 
что Ду —=04у. Обозначимъ еще поправку черезъ Д?у, т. е. положимъ: 
Ду — бАь -+ Д*у г © Ра д - : ЕВ 

и введемъ обозначение: 

Уи 


2 — Ал — 
42% — А Удо ^®..- а ев а 00 
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Тогда общее равенство (8) переходитъ въ такое: 


: УАи 
ро Ау = бое, бед +..., 
или, такъ какъ: 
УЛи 
Ос. м... 
ТО | 
Ве СА О, о бы аа а М © 15) 


19 1 8 
Притомъ здфеь А? = (2 — 5) — (2 к 5) — 22? — Ж— = Коли 
ВЪ это равенство подставимъ снова результаты наблюдеюй, то по- 


лучаемъ третью систему уравнен1й въ видфЪ: 


} 
р .. == — 0,00071 
3 
2 : 
о —-,0,00015 
8 - 
а 3 ыы .. == + 0.00056 
и } ‚ .®ы?(16) 
7 
— = — -+ 0,00013 
+ е+...=— 6.00066 
| ) 
Суммироване этихъ равенствъ съ перемЪною знака у среднихъ четы- 
рехъ даетъ: | д д 
| +3; +... =- 0.00215. 
Поэтому въ качеств приближеннаго значеня для с беремъ: 
с —= — 0,000201 ....-...... (17) 


Подставивъ въ лфвыя части равенствъ (16) вмЪсто с это приближен- 
ное значен!е и пренебрегая остальными членами, получаемъ числа, пре- 
восходяшля вторыя части этихъ равенствъ на -+ 4, —2, —9, 0,0, —1 
единицъ послЪдняго знака; если мы можемъ приписать эти разности 
ошибкамъ наблюдения, то нЪтъ надобности продолжать далЪе и выписать: 


у = 0,97500 -+ 0,01338 {= ты 3 — 0,000201 |= ар з) = 
— 0,968846 + 0,0135812 — 0,00090142. 


Г. Буркгардть.—Дифференц. и интегр. исчисления. 12 
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ГЛАВА УШ. 
ДЪиствя съ безконечно-малыми величинами. 


61. Общия опред$леюня и теоремы. 

Если мы оглянемея на выводы 'основныхъ теоремъ дифферен- 
пальнаго исчисленя во второй и третьей главЪ, то уб$фдимся, что 
въ сущности везд$ былъ примБ5ненъ такой методъ: независимую 
перем$нную х замфняли черезъь х-нй, затБмъ располагали выраже- 
ше } (х--й) —7 (1) по степенямъ й#, дБлили на А и ‘`въ частномъ 
дЪлали подстановку # =0. При этомъ въ результат всегда отпа- 
далъ одинъ или нЪФеколько членовъ, которые надо было принимать 
во вниманте въ начал вычислен!я. Поэтому возникаеть вопросъ, 
нельзя ли съ самаго начала разсужденя рёшить, каке члены по- 
вляютъ на окончательный результать и каюме обратятся въ нуль; 
тогда еще до вычисленй можно было бы, оставивъ первые члены, 
откинуть послфдее. На этотъ вопросъ можно отв$тить утвердительно, 
если принять во внимане слфдуюпия опред$лен1я и теоремы: 

1) Опредзлене: Величина, которую полагаютъ посл всфхЪъ 
выкладокъ равной нулю, называется безконечно-малой. 

Поэтому никогда не сл$дуетъ говорить: «эта величина безконечно- 
мала›, а можно только говорить: «въ данной задач соотвзтетвенно 
цфли и смыслу задачи, мы принимаемъ ее за безконечно-малую». 
Пока дЪло касается чистаго анализа, всецзло зависитъ оть насъ, 
какля величины считать безконечно-малыми; въ приложенляхъ ана- 
лиза это р5шается сущностью задачи. 

_` 9) Теорема: Произведен1е безконечно-малой на величину, 
которая при А —=0 оказывается конечной, есть величина 
безконечно-малая.. 

Собственно -эта теорема предетавляетъ собой очевидное слЪдетве 
того, что произведене, одинъ изъ множителей котораго равенъ нулю, 
также равно нулю; значить, полагая въ результат й =0, мы должны 
положить й/ (й) также равнымъ нулю, если только } (#) имБетъ конечное 
значенше. Мы все-таки формулируемъ это положене, чтобы подчеркнуть 
необходимость добавочнаго услов!я, которое часто опускаютъ. Напр., 


й 


не безконечно-малая, когда й —=0, потому что при й = 0 знамена- 
тель тоже обращается въ нУЛЬ. 


3) Теорема: Сумма, разность и произведен!е безконечно- 
малыхъ сами безконечно-малы. 
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Нельзя сказать того же самаго о частномъ. Чтобы ясно и опре- 
дфленно формулировать положен1я относительно частнаго, начнемъ 


съ такого опредЪленля: 
4) ДвЪ$ безконечно-малыя называются безконечно-малыми 


одного порядка, если ихъ отношен!е конечно и не равно 
нулю. 


Напр., при безконечно-маломъ й, величины #27 и Р-н й“ 


безконечно-малыя одного порядка, потому что ихъ отношение: 


71° 1-й 
м“ 1-й 


обращается въ 1 при й = 0, т. е. оно конечно и не равно 0. 

Сотласно этому опред$лению только тогда можно сравнивать по- 
рядки малости двухъ безконечно-малыхъ, если одна зависитъ отъ 
другой или 00$ зависятъ отъ третьей. Если нфтъ никакой зависимости 
между й и К, то вообще ничего нельзя сказать о значен1и отноше- 
НЯ ы ‚ когда й и К обращаются въ нуль. 

Методы, указанные въ предыдущихъ главахъ, даютъ возможность 
сравнивать между собой порядокъ двухъ безконечно-малыхъ тогда 
и только тогда, когда одна изъ нихъ есть ц$лая ратональная функ- 
шя другой или можеть быть представлена въ вид$ таковой, при 
помощи теоремъ. 88 42—44. 

Если й и Е—двЪ зависимыя другъь отъ друга безконечно-малыя 
различныхъ порядковъ и если положить й и К равными нулю, то, 
навЪрно, одно изъ отношений у ИЛИ и окажется равнымъ нулю. 

5) ОпредВлене: Если й безконечно-малая перваго порядка, 
то величину й” называютъ безконечно-малой я-го порядка; 
вообще всякую величину того же порядка, какъ й”, назы- 


ваютъ безконечно-малой я-го порядка. 
Напр., изъ формулъ 8 44 слЪдуетъ, что, когда й безконечно-малая 


перваго порядка, то е'’— е* безконечно-малая перваго, ег не” — 2 
безконечно-малая второго, и е* — * — 21 безконечно-малая третьяго 
порядка. 


° Согласно опред®леню (5) порядокъ безконечно-малой величины 
есть поняте относительное; любую изъ безконечно-малыхъ величинъ, 
_входящихь въ наши вычислен!я, мы можемъ считать безконечно-ма- 
лой перваго порядка; но лишь только такой выборъ сдЪланъ, то 
этимъ уже р5шенъ вопросъ о порядкахъ вс$хъ т$хъ безконечно-ма- 
лыхъ, которыя вообще по сравнению съ данной имБютъ опред$лен- 
ный порядокъ. Сл$дуетъ обратить вниман!е на то, что далеко не 


всякой безконечно-малой можетъ быть по сравнен!ю съ данной при- 
12* 


хи 


Л‹ 
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писанъ опредзленный порядокъ. Наприм$ръ, если А безконечно-ма- 
| ` 5 
лая, то и уу безконечно-малая; но изъ формулы (9) $ 55 видно, 


что послфдняя величина не имфеть опред$леннаго порядка малости 
по. сравнен!ю съ й. 


6) ОпредЪлен!е: Равенство двухъ многочленовъ, Въ ко- 


торые ВХОДЯТЪ ТОЛЬКО безконечно-малыя разныхъ пПоряд- 


ковъ, имфетъ сл5дующиЙй смыслъ: надо, разд$ливъ на одну 
изъ величинъ, порядокъ которыхъ самый низк1й— назовемъ 
ее черезъ й, — зам$нить отношен1я безконечно-малыхъ 
одного порядка ихъ конечными значен1ями и положить /—0. 

При этомъ отпадаютъ вс члены, порядокъ которыхъ не самый 
НИЗКЙ; Такъ что съ самаго начала не было надобности принимать 
во вниман1е этихъ членовъ. Поэтому мы получаемъ такое правило: 

7) Въ многочлен можно при существован!и членовъ 
даннаго порядка малости опускать вс$ члены высшихъ по- 
рядковъ. 


8) Если примфнен!е правила (7) приводить къ тождеству 0 = 0, 


то это можеть имфть очень различное значен!е; это можетъ обозна- 


чать, что наши допущен1я выполнены, или что требоване задачи удов- 
летворяется не опред5леннымъ, а любымъ значен1емъ неизвЪстнаго, 
или, что посредствомъ избраннаго метода нельзя получить опредЪлен- 
наго результата. Чтобы рфшить который изъ этихъ случаевь 
имфетъ м$сто, нужно снова произвести выкладки и принять 
во вниман1е члены сл5дующаго высшаго порядка малости. 

Правило (7) можно непосредственно прилагать только къ цфлымъ ра- 
ц1ональнымъ функшямъ. Напр., неправильно было бы такое разсуждене: 
въ числител дроби > — 
и? —У№ 

Ий: 

можно опредФлить й* по сравнению съ й; тогда числитель обращается 
въ нуль, а слБдовательно, и вся дробь равна нулю. Въ подобныхъ. 
случаяхъ слфдуетъ встр5тившуюся функшю приближенно предета- 
вить въ видф рацональной цпфлой функши, для чего можно восполь- 


зоваться формулой Маклорена или формулами, полученными изъ нея. 
Въ приведенномъ прим рЪ:о 


ИБ = У%. ИТ Вс ( +3) 


И У Ив 


У И Ув. 1. 
ут “3 
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Для прим$неня вышеприведенныхъь опредфлен!й и теоремь къ 
дифференщальному исчисленю полезно прибавить еше н%еколько 
положен1й, имфющихъ значене для такого примфнерйя. 

9) Когда независимая перем$нная получаетъ безконечно- 
малое приращен1е, то это приращен1е называютъ «дифде- 
рен ц!аломъ 2» и обозначаютъ черезъ 4х (причемъ ах не 
обозначаетъ произведения, а представляетъ собой ыы 
лимый знакъ). 

10) То приращение, которое получаетъ нЪкоторая функ- 
ц1я 9, Когда х возрастаетъ на 4х, обозначаютъ черезъ ду. 

11) Опред$лене: Если при безконечно-маломъ 4х, ду также 
безконечно мало, то у называется непрерывной функцей х. 

Выше мы уже пользовались терминомъ «непрерывный», но исхо- 
дили при этомъ изъ геометрическихъ представленй; здсь мы дали 
аналитическое опред$лене этого понямя. 

12) ОпредБлене: Дифференц1алъ независимой перем$нной 
считаютъ безконечно-малой перваго порядка, если относи- 
тельно этого не сд$лано спецальной оговорки. 

13) Опред$леше: Функц1ю называютъ дифференцируемой, 
если ея дифференц1алъ есть безконечно малая перваго 
порядка. 

$ 62. Выводъ прежнихъ формулъ при помощи иечисленя безко- 
нечно-малыхъ. 

Мы вновь выведемъ н$фкоторыя изъ прежнихъ формулъ, чтобы 
показать, какъ легко онЪф получаются, если пользоваться опред$ле- 
нями и теоремами предыдущаго параграфа. 

Если функц1я им5етъ опред$ленную производную, отлич- 
ную отъ нуля, то согласно предыдущему параграфу ея диф- 
ференц1алъ есть безконечно-малая перваго порядка. ДТЪй- 
отвительно, откидывая въ формул$ Тейлора безконечно малыя выс- 
шихъ порядковъ, имЪемъ: 


Х (х - ах) су (<) - Х (2) 4х, 


4у = Л (2) ах, 


значитъ 


и, слфдовательно, 
ау 
в — 1" (2), 


т. е. отношете дифференщаловъ зависимой и независимой перемЪн- 
ной равно производной первой перем$нной, взятой относительно вто- 
рой, какъ и было опредЪлено въ 8 13. Поэтому можемъ высказать 
такое положение: 
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Дифференц1алъ постоянной равенъ нулю (безконечно ма- 
лая какого угодно порядка). 
Пусть другимъ прим$ромъ дЪйстый съ безконечно-малыми слу- 
жить дифференцироване функщи 
пе» 
Мы получаемъ: 


у ау = (х 9) = 2? -- 2х ах - (ах). 


Вычтемъ изъ обЪихъ частей по у и откинемъ членъ (4х)?, какъ 
величину безконечно малую второго порядка, тогда просто получаемъ: 


Чу — 2х ах. 


Слфдуеть замЪтить, что при этомъ выводЪ не обращается со- 
всфмъ вниманя на то, есть ЛИ (у безконечно-малая и какого по- 
рядка; напротивъ того, это видно только изъ конечнаго результала. 
Вообще ду является, какъ это видно изъ приведенной формулы, без- 
конечно-малой перваго порядка, кром$ того случая, когда х = 0. При 
х —= 0 безконечно-малая перваго порядка во второй. части пропа- 
даетъ, и поэтому надо оставить безконечно-малыя второго порядка, 
слфдовательно: 

ду = (аж), 
т. е. при х = 0 величина 49, дЪйствительно, безконечно-малая 
второго порядка. г 


ДалЪе, если ыы 1 | 
х 
то =. бы | | 
у в и 4х 
д 
Но если ПОЛОЖИТЬ 
1 сх 
—1-—-—-Н®, 
ах 
1+ — 


То 


ва) 2 =) 
в |= |, 
д х 


т. е. < безконечно-малая второго порядка. Отбрасывая безконечно- 
малыя второго порядка, получаемъ: 


ИЛИ: 
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Тотъ же результать можно получить еще и такимъ способомъ: 
Ху —= 1 
(2 -= 42) (у-н ду) = 1. 
Посл вычитан1я получаемъ: 
дач -- удх - ах ау = 0. 

Если не останавливаться на томъ случаф, что х или у = 0, и 
считать у непрерывной функшей х, то ду становится одновременно 
съ 4х безконечно-малыми; поэтому произведене 4х4у высшаго по- 
рядка малости, ч$мъ каждый, изъ множителей и, значить, этоть 
членъ по сравненшю съ другими надо откинуть, тогда: 


х ау = — уах. 


Такимъ образомъ ду и здЪфеь, кромЪ указанныхъ случаевъ, ока- 
зывается безконечно-малой того же порядка, какъ 4х. | 
Такимъ же образомъ можно трактовать правила дифференциро- 
ванйя произведен1я и частнаго, а именно: 


у — 0, у ду = (и 4) (и -н 4), 4у = иди _-+ ды. 


в 9 __ _ ди уф а иф 
у — =, Ру, тау + у4о — аи, 4у = -. иг в 


— =—— ==—ы—=—ы———— 


р. 


При такомъ |трактовани ‚правила $ 29 и б 24 получаются не- 

посредственно; слфдуетъь только положить, что 4х, 4у, 42, которыя 
здесь имфютъ самостоятельный смыслъ, обозначають соотв$тствую- 
пя другъ другу приращеня перем$нныхъ д, У И 2. 
_  Выкладки съ такими безконечно-малыми величинами очень удобны 
въ приложен!яхьъ къ геометрическимъ, механическимьъ и другимъ за- 
дачамъ, такъ какъ является возможность съ самаго начала откиды- 
вать члены, которые не повляютъ на результатъ. Слфдуетъ однако 
внимательно разсмотр$ть, дЪйствительно ли откидываемые члены 
высшаго порядка малости, чБмъ оставшеся. 


$ 65. Производныя высшихъ порядковъ. 
Изъ уравнения: 
| у — 1 (2) 
мы получили уравнене: 
у ду = (х-+ 4%), 


.обозначивъ черезъ ду то приращене у, которое соотв$тетвуеть при- 
ращен!ю х на ах. Если теперь дадимъ х еще разъ приращен!е 4х, 
то вообще у, конечно, возрастетъ не на 4у, но на величину, отли- 
чающуюся отъ 4у на величину безконечно малую (второго порядка, 
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какъ мы сейчасъ увидимъ). эту безконечно малую обозначимъ черезъ 
Фу и поэтому напишемъ: 
у = ду -+ (ду -+ 424) = (и - 24%), 
ИЛИ: | 
Фу = Г (& - 242) — 27 4х) - } (х); 
но съ другой стороны, по формулЪ Тейлора, откидывая члены начи- 
ная съ третьяго порядка: 


Ре а) =) -+ 242. (в) у (а), 
и также: 
(2 = ах) =} (1) + ах. Г' (5) + а? }" (х). 
Подставляемъ и сокращаемъ, огда получается: 
фу = }" (2) 4’. 


Съ одной стороны эта формула показываетъ, что 4?у безконечно- 
малая второго порядка, и съ другой стороны она дЪлаетъ понятнымъ, 
почему вторую производную обозначаютъ черезъ 

у 
дл“ 

Но здфеь надо устранить еще одно сомнф=е: при составлении ду 
мы откинули безконечно-малыя высшихъ, ч$мъ перваго, порядковъ; 
не сл$довало ли ихъ снова ввести въ вычислен1я, если мы подетав- 


ляемъ ду въ выраженя, которыя даютъ величины только второго 
порядка? : 

На это можно замфтить слфдующее: 42у получено нами посред- 
ствомъ вычитан1я двухъ значений 4у; если бы въ выражене для ду 
мы включили члены второго порядка малости, то въ разности по- 
явились бы оть этого члены только третьяго порядка, которые можно 
пропустить, когда остаются члены второго порядка.. 

Т$мъ же способомъ, какъ мы получили дифференцалы второго 
порядка, можно составить дифференталы высшихъ порядковъ. При 
этомъ мы будемъ считать, что вс приращения 4х, которыя придется 
взять для этой цфли, равны между собой. Это выражають тёмъ, что 
говорятъ: дифференщалъ независимой перем$нной постояненъ, выс- 
пе дифференталы ея равны нулю. 

‹Та перем$нная, дифференц1алъ которой постояненъ, 
называется независимой» — это положене обратное предыдущему 
и можеть служить опредБлетемъ независимой перем$нной. 

Отсюда сл$дуетъ, что, пока дЪзло касается дифференщаловъ пер- 
ваго порядка, нфть надобности р$Бшаль, которую изъ пПеремфнныхъ 
принять за независимую; но какъ только мы переходимъ къ диф- 
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ференщаламъ высшихъ порядковъ, надо выбрать независимую пере- 
мЪнную. 
Правило 5 40 для полученя второй производной произведен1я 
получается посредствомъ вычислен1й съ безконечно-малыми очень 
просто: 


’ 


у — 5, 
ду = и о + очами, 
Фу — (и ао -+- ди 4») (о Ри + ао аи) = и % + Заи 4% + оды. 


Такъ же легко получить правило (еще не приведенное выше) для 
нахожден1я второй производной функши отъ функщи. Мы имфемъ: 


у —=Х (2), В) 
=, Ш ав 


При новомъ дифференцировани сл$дуетъ обратить вниман!е на 
то, Что 2 не есть независимая перем$нная; значитъ, нельзя считать, 
что 42 есть постоянная, а нужно его дифференцировать. Это даетъ: 


у — }" (2) аг? + }' (2) Фа, 4? = $" (5) дл, 


т. е. въ результатЪ: 
Фу В о Ау оя 
1 ==/" (2) 9' (2 + @з" @). 


Отсюда ясно, что обозначене 4*у только тогда имфеть опредЪ- 
ленный смыслъ, когда указано, какую величину принимать за не- 
зависимую перемЪнную. 


$ 62. Перемфна независимой перемфнной. 

Иногда во время выкладокъ обнаруживается, что полезно отнять 
роль независимой перем$нной у той перем$нной, которая первона- 
чально была принята за независимую, и другую перем$нную при- 
нять за независимую. Цля того, чтобы такое измнев1е было воз- 
можно безъ возобновленая вс$хъ выкладокъ, надо установить нЪко-. 
торыя формулы, которыя позволяютъь отъ производныхъ разныхъ 
порядковъ, взятыхъ по одной перемЗнной, перейти къ производнымъ 
взятымъ по другой перем$нной. Легче всего получить эти формулы 
’ посредствомъ вычисленй съ безконечно-малыми; притомъ нЪть на- 
добности считать одну изъ встрёчающихся перем$нныхъ за незави- 
симую, а лучше вс$ перем$нныя разсматривать, какъ функщи новой 
вспомогательной перем$нной $& которую зат$мъ. можно отождествить 
съ любой изъ данныхъ перемфнныхъ. ВЪдь, вообще зависимость 
между двумя перем5нными х и у можно всегда представить анали- 
тически т5мъ, что выразить каждую изъ перем$нныхъ посредствомъ 
вспомогательной величины # и притомъ считать соотвзтетвующими 
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такля значен!я хи у, которыя получаются®при томъ же значен!и & 
Напр., уравнене: 
| 22? —- /* — 1 * ® = ® ® » > ® ‘ № ® (1) 
удовлетворяется, если положить: 


1—2 Я гГ9 
Чай" “ТВ О 


Можно считать, что координаты точки опред$ляются равенствами: 


==, УФ съ ое на 
Если исключить # изъ этихъ равенствъ, то получимъ уравнене, 
выражающее связь между хи у; это уравнене будетъ уравненемъ 
кривой, на которой въ любой моментъ находится разсматриваемая 
точка, т. е. она представляетъ траэкторлю движен!я точки. Изъ урав- 
ненй (3) получаемъ:} 
ат —$' (р.аь ау = (а ....... (4) 
независимо отъ того, которую изъ перемфнныхъ принять за незави- 
симую. Когда мы ;переходимъ къ высшимъ дифференщаламъ, то 
часто бываетъ полезно не условливаться относительно независимой 
перем$нной, а принимать во внимане дифференшалы высшихъ по- 
рядковъ всЗхъ трехъ перем$нныхъь 5, у и & формулы, полученныя 
такимъ образомъ, справедливы, какую бы перемнную ни принять 


за, независимую, и могутъ быть легко упрощены при любомъ выборЪ ея. 
Поступая такимъ образомъ, получаемъ: 


Фе — ф" (Пар х' (19% Фу=у" Фару (0 а+. . (5) 
Если за независимую перем$нную принять & то надо`положить 
471 — 0, тогда эти уравнен1я просто даютъ зависимость между диф- 
ференшалами и производными высшихъ порядковъ отъ у их по Ё 
Но если выбрать х за независимую перемфнную,`то надо позабо- 
титься о томъ, чтобы во вс$хъ формулахъ было принято во внима-. 

н!е услове 42% — 0, тогда 
Е 7" а о: пох: Ф в = (6) 

$” | 
Если подетавимъ это выражение въ выражене для а?у, то получимъ: 
| ‘(В о’ (# 
Фу = (+ р и а со 
(И 
посл$ приведения къ одному знаменателю и раздвлен1я на 4х”, по- 
лучаемъ эту формулу въ такомъ видЪ: 


44 "ООО... 
41? <’ (1 
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Наконецъ, если хотимъ, чтобы у было независимой перем$нной, 
то мы должны въ послЪдней формул вездЪ обмЪнить х на у и на- 
оборотъ, тогда получаемъ: 

Фе _ "ООО 9 
ду фу (у 

Чтобы выразить - черезъ производныя отъ х по у, надо связать 

равенства (8) и (9) и воспользоваться равенствомъ (4), тогда получаемъ: 





Ру _ 5. [4%\3 
17? Зее, ^^ ау? . ау з = > е: ® ® а ® (10) 
и такъ же обратно: 
Фх _ _ ФУ. [4У\3 
а ат’ | а] ро а 1 
ПримЪръ: 
ДГ, 9—1, 
ах р ау 
= а Я 
Е в , 
7х Фу . 
аа = % в=-* 
Фу _ —2(1—3#)—2.6 _ —2— бР 
42° — (1 — 31): (1—3) ° 
рати — 2 0 Ч — 0 
4? -_ 8 4В 


Для исключеня # можно посредствомъ д$леня найти значе- 
не 5 И подставить это значен!е въ одно изъ уравнен!й; получимъ: 
у —= 1 — я ‚ ИЛИ % = Уч? — и (нахождене у. требуеть рЪшен1я 
уравнен1я третьей степени). 

Дифференцирован1е даетъ: 


© 


ах 1 ву— зу" 29 


Ч Зуу—у Ут у’ 














3 3 
ге _ 1 а) них 
4 Ут у 2 (Угу 


3 
—1+-—у 
1 3 4 
вы. м3] у и 
2 ут ( 1-я + 23) (И1— 9)’ 


Если здфесь подставить вмЪсто у его выражене (1—#Ё), то снова 
2 у ` 


2х 
получится для выражене, выписанное выше. 


ау? 
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ГЛАВА ТХ. 
Функщи двухъ перем$нныхъ величинъ. 


$ 65. Частныя производныя. 

До сихъ поръ намъ приходилось имЪть дфло съ двумя перемн- 
ными величинами, между которыми существуетъь какая-нибудь за- 
висимость, такъ что каждую изъ нихъ мы можемъ разсматривать, 
какъ функщю другой. . 

Немногимъ отличается отъ этого случая тотъ, когда п перемн- 
ныхъ величинъ связаны между собою (п — 1) уравненями. Ибо въ 
этомъ случаБ отъ этихъ уравней мы можемъ перейти къ другимъ, 
которыя будуть содержать только дв$ перем$нныхъ. И тогда всЪ 
перем$нныя, за исключенемъ одной, могутъ быть разсматриваемы 
какъ функщи этой посл$дней. | 

Если же число зависимостей боле, ч$мъ на единицу меньше 
числа перем$нныхъ, то вообще отъ этихъ уравневий нельзя перейти 
къ уравнен1ямъ, которыя бы содержали только дв$ перем$нныхъ; 
такъ что, если мы дадимъ одной изъ перем$нныхъ опредфленное 
значене, то этимъ еще не будуть опред$лены значен1я остальныхъ 
перем$нныхъ. Мы тутъ будемъ заниматься простёйшимъ изъ сюда 
относящихся случаевъ, который однако обниметъь все существенное 
въ этомъ вопрос; а именно, мы будемъ заниматься случаемъ, когда 
между тремя перем5нными существуеть одна зависимость. Физи- 


_ческимъ примфромъ на такого рода зависимость является газъ. (о- 


стояте ограниченнаго количества газа можеть быть опред$лено за- 
дан1емъ трехъ величинъ: объемомъ 9, который занимаетъ данный 
газъ, его абсолютной температурой Ти наконець упругостью р (дав- 
лен1емъ, которое газъ производить на 1 кв. см.). 

Между этими величинами существуетъ зависимость, которая для 
случая «идеальнаго газа» выражаеть собою комбинашю законовъ 
Бойля и Гэ-Люесака: 

ПО иске а 


Причемъ В (для даннаго количества газа) представляеть изъ 
себя величину постоянную. Для обыкновенныхъ газовъ этотъ законъ 
иметь бол$е сложный видъ, на которомъ мы тутъ не будемъ | по- 
дробно останавливаться. 

Изъ‘данныхъ величинъ р, 9, Т мы можемъ м$нять произвольно 
не одну только величину, а ДВЪ; напримЪръ, одновременно повы- 
шать температуру и увеличивать упругость (давлен!е). Третья вели- 
чина опредЪлится тогда изъ уравнения (1). Словами это мы такъ вы- 
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разимъ: изъ трехъ величинъ двЪ въ настоящемъ случа$ могутъ счи- 
таться перемфнными независимыми, третья же будетъ ихъ функшей. 

Въ отвлеченныхъ математическихъ изел$дованяхъ принято не- 
зависимыя перем$нныя обозначать буквами х и у, а функШю ихъ 
черезъ 2. 

Если мы хотимъ выразить, что 2 есть функшя перем$нныхъ 
х и у, не задавая самаго вида зависимости, а только указывая на 
нее, мы пишемъ: 

(Туть необходимо между х и у поставить запятую, чтобы не см$- 
шать неопред$ленной функщи оть х и у съ функшей отъ произве- 
денця 29, что будетъ изъ себя предетавлять гораздо бол$е частный 
видъ зависимости). 

Теперь возникаетъ вопросъ, какая зависимость существуетъ между 
безконечно-малыми изм$нен1ями х и у и соотв$тетвеннымъ измЪне- 
н1емъ функши 2? 

Чтобы дать обпий отвЪтъ на этотъ вопросъ, разсмотримъ сначала, 
два частныхъ случая. 

1. Изм5нимъ сначала х на безконечно-малую величину 45; у ще 
оставимъ безъ перем$ны; +2, въ тБ5хъ случаяхъ, съ которыми мы 
имемъ ДЪло, тоже измБнится на безконечно малую величину. эту 
величину мы назовемъ «частнымъ дифференц1аломъ 2 по #> и 
обозначимъ его черезъ | 

Если мы его раздЗлимь на ах, то мы получимъ «частную про- 
ИЗВОДНУЮ 2 ПО 5», КОТОрую принято обозначать черезъ 


д 

-- а м < д м м Ре де ь о 

е (4) 
(Еруглыя 9, вмБето прямыхъ 4, какъь это принято было писать 

нами). Причемъ индексъ х при 2 опускается, такъ какъ въ этомъ 

случаБ знаменатель дроби указываетъ на соотв$тетвенную перем н- 

ную. Можно эту частную производную значитъ, опред$лить такимъ 


образомъ: - 
Составимъ разностное отношенйе: 
(в Ау — Л (2,9) 
м * ® * ® » ® ® ® . (5) 


и затЪмъ посмотримъ, во что обратится оно, когда мы положимъ 
А% —= 0. Цля составленйя такихъ частныхьъ производныхъ намъ не 
нужно никакихъ новыхъ правилъ; какъ это слфдуеть изъ самого 
опред$лея, у въ уменьшаемомъ и вычитаемомъ сохраняегъ одно 
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И то же значене, т. е. другими словами, его можно разсматривалть 
какъ величину постоянную. 

Это обстоятельство мы такъ формулируемъ словами: 

Если намъ нужно сдЪлать частное дифференцирован!е 
по 2 н$которой функп1и отъ перем$нныхъ независимыхъ 
хи у, то намъ нужно при этомъ поступать такъ, какъ будто 
бы у было числомъ постояннымъ, а 2 было бы ТОЛЬКО функ- 
ц1ей одного т. 

2. Совершенно ‘подобнымъ же образомъ мы можемъ раземотрЪть 
_вопросъ о томъ, что сдБлается съ функщей 2, когда перемЪнная х 
останется безъ перем5ны, а у изм$нится на безконечно-малую ве- 
личину 4у. Мы получимъ въ этомъ случа$ частный дифференщалъ 
д.2 функЩи 2 по х, а также соотвЪзтственную частную производную: 


— Ушу м) — Л (ву) 
= "ИЕ `` бь По  , 
Ду — 0. 

3. Наконецъ, мы можемъ спросить себя, какъ измЁнится 2, если 
мы одновременно изм$нимъ — х на безконечно-малую величину 4х; 
у безконечно малую величину 47. Эти двЪ безконечно малыя ве- 
личины совершенно другъ отъ друга Независимы и совершенно 
произвольны; мы не можемъ сказать, будуть ли эти безконечно-ма- 
лыя одного и того же порядка или будеть ли одна изъ нихь без- 
конечно-малой величиной какого-нибудь опредфленнаго порядка по 
отношеншю къ другой; но именно въ силу того, что эти величины 
произвольны, предположимъ величины 4х и ду безконечно-малыми 
одного.и того же порядка. Нредположимъ эти величины безконечно- 
малыми перваго порядка (ибо отъ насъ совершенно зависитъ вы- 
боръ порядка безконечно-малыхъ величинъ). Въ этомъ случа мы 
можемъ приближенно (пренебрегая безконечно-малыми высшихъ по- 
рядковъ) опредЪлить соотвЪтетвенное (для т$хъ функщй, которыми 
мы занимаемся, вообще безконечно-малое) изм$ненте 2. 

_ Примфнимъ для.этой цфли дважды теорему о среднемъ значен1и 
8 41). 


Введемъ для простоты обозначения: 


(в, у) = > Г, 9), Ёз (2, у) = 


Тогда мы получимъ: 


‚0 (2, У) 


ду ‚ (7) 


7 (2 + аз, у 4%) — Г (2- 42, у) = Л, (в + 4%, у) ау аут = 
=» (2, 9) ау + (4х . 49). + 4, 
} (х - ах, у) — Х (2, у) = Х, (х, у) ах -= 42. 
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Значитъ, пренебрегая безконечно-малыми второго и высшихъ по- 
рядковъ, будемъ имЪть: 


Х (= - 4х, у-+ 4) —/ (ху = ДА, (& у) ая-- Ь (&, У) ау. 


Правую часть этого равенства называютъ полнымъ диффе- 
ренц1аломъ функц!и г. Нужно тутъ, впрочемъ, еще замфтить, что 
мы примфнили теорему о среднемъ значети не только къ функщи 
Г, но и кь функши Т, (или 7,); такъ, что по крайней мЪрЪ, одна 
изъ этихьъ функшй должна удовлетворять условямъ, необходимымъ 
для прим$нен1я къ ней теоремы о среднемъ значении. 


66. Производныя выешихъ порядковъ функц отъ двухъь пере- 
МЪННЫХЪ. | 

Если мы продифференцируемъ обф частныхъ  производныхъ еще 
разъ по х и у, то мы получимъ вторыя частныя Ппроизводныя, 
которыя обыкновенно обозначаются такъ: 


д „ 0 
у = ы 
р и, | 


д — Дал» ду 22. 


Однако, эти четыре частныхъ производныхь для всф$хъ тфхъь 
функшй, которыми мы занимаемся, не всЪ между собою раз- 
личны; дв изъ нихЪъ равны между собою, а именно: 


Даа ЕД овен & (1) 
Для этихь двухъ величинъ употребляется еще обозначене: 
д*2 
- 0% ду 
Доказательство этого послЗдняго зам чан!я не предетавляеть ни-_ 
какого затрудневя, если мы }(х- р у-нй) приближенно выра- 
зимъ цфлой раплональной функщей второй степени относительно ве- 


личинъ йи #; мы получимъ тогда черезъ повторное прим$нене 
теоремы о среднемъ значенши сл$дующее: 


Х(х ЕЕ: р. Ч В К) а, у К) —- й ХТ, (т, у ЮУ (2,9 +В) (#3)= (2) 
| я. 
—=/ (2, у) + ВЛ, (5,9) + 5 2 (2, у) -+- (Е°) 
-- ИХ, (4,9) - ВЕР, (2, у)  @®) + 


1 8 
+5 Хы (т. у)  (№"®) 
= (№3). 
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Если бы, мы начали разложеве сначала по степенямъ К, а по- 
томъ отдфльные члены стали бы разлагать по степенямъ й, то мы 
получили бы совершенно тоть же результатъ; только /,, на м$етЪ 
7... Отеюда слЪдуетъ: 


РЁ а (<, У) — В Л», (%, У) = (#®, . Ра вл = 9) 


гдЪ (#Ё) обозначаетъ сумму членовъ, которые по отношен1ю къ й 
и К по крайней м$рЪ третьяго порядка. Если мы теперь предполо- 
жимь и К безконечно-малыми величинами перваго порядка, то въ 
уравнени (3) члены низшаго порядка, а именно второго, сами по 
себ$ должны быть равны нулю. Это же возможно, при совершенно 
произвольныхъ безконечно-малыхъ й и &, лишь тогца, когда, 


Лаз == Дол 


что и требовалось доказать. 
Пусть, напримЪръ, 


Х (х, у) = 109 (х — 9) — 149 (х — 9. 














Тогда, 
1 1 
у! и 
] 
5 (2, у) = НН 
1 1 
ль уе а, 
1 1 
С, Е 2, — — 
Лиз (5, У) Даа ( У) у (2—9: 
1 1 


Е ЕЕ 


$ 67. Неявныя функции. 
Очень часто случается, что законъ зависимости между перемЪн- 
ными 14 и у данъ въ вид уравнения: 


Е (1,9) =0. о ара а & . (1) 


решить которое относительно у-ка вообще или невозможно или рЪ- 
шен!е котораго представляется въ очень неудобной форм$. 

Въ этихь случаяхь весьма желателенъ способъ, при помощи ко- 
тораго можно было бы найти производныя у по х безъ того, чтобы 
нужно было рёшить уравнене-(1) относительно у-ка. 

Такой способъ дЪйствительно существуеть и вытекаеть изъ со- 
ображевй 5 65. 


ТИ 
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Ибо, если перем$нныя х и у связаны равенствомъ (1), т. е. мо- 
тгуть получать только такя соотвЪтетвующая другъ другу значения, 
при которыхъ Р’(х, у) постоянно сохраняетъ значен1е нуль, то при- 
ращене функщи (полный дифференшалъ) для вс$хъ приращенй 
ит и ау, удовлетворяющихъ данному условшю, должно быть веегда 
равно нулю, т. е. должно имфть м$5ето равенство: 

95 4 - у =0 кои 

Это можно высказать и обратно: соотвётственныя значен!я при- 
ращен1й хиу, ах и 4, постоянно должны удовлетворять услов!ю (2), 
или, что то же самое: 


Г 
И батька № 
ах ОЕ 

0 


Такъ какъ отношен1я соотв$тетвенныхъ дифференщаловъь у их 
даетъ намъ производную у по <, то ур-тше (3) какъ разъ и даетъ намъ 
искомую производную безъ всякой необходимости въ р$5шении ур-в1я. 

При этомъ надо замтить, что въ выражен1е этой производной 
входить теперь не одно только х, какъ во вс$хъ ранфе изученныхъь 
нами случаяхъ, но об перемфнныхъ х и у. 

Но это совершенно дфлу не вредитъ. Ибо если мы хотимъ, на- 
примЪръ, построить касательную къ кривой въ опред$ленной точкЪ 


д 
ея (для чего намъ и нужно знать т) ‚Ю› ТО МЫ ДОЛЖНЫ раньше всего 


знать эту точку, т. е. ея координаты. Вычислен1е же у по данному 
численному значеню х, какъ мы видЪли это въ $8 46 и 47, есть 
задача, которую во многихъ случаяхъ можно р5шить съ любой сте- 
пенью точности и въ тёхъ случаяхъ, когда мы не имБемъ общихъ 
формулъ р$шения уравнегпя. 

Для примфра возьмемъ такое уравнен!е, которое мы ум$емъ рЪ- 
шить въ общемъ видЪ, для того, чтобы сравнить результаты, кото- 
рые мы получимъ, идя двумя различными путями. 

Пусть дано: 

И |. 

'Гогда дифференцированле по способу дифференц. неявн. функщй 

дастъ намъ; 


‚2 р И 
ах 9 у 
РЪшене уравневя относительно у дастъ намъ: 
у —= И1—27? 


Г. Буркгардть.—Дифференц. п интегр. исчисленая. 13 
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отсюда, Чу % 


а 
Чтобы изъ перваго найденнаго нами значеня для =. получить вто- 


рое, нужно только въ первомъ у замфнить его значенемъ У1— 17. 
Т$мъ же способомъ можно получать и производныя высшихъ по- 
рядковъ. 
Продифференцируемъ равенство (2) еще разъ, мы получимъ тогда: 


(ЕР. ах -- Е. ду) ах -- Е, 4х - (Е ах -= Еду) ду Е, Фу = 0. 


Если разсматривать х, какъ перем5нную независимую, то мы 
должны положить: 


аа == 0: 
Тогда мы получимъ: 
ау Г] Чу (4у\?) 
422 Р, | г Ра ры |) | 
или, принимая во вниман1е ур-н!е (2), будемъ им$ть: 
Фу 9 ЗАВ — 2-Е Е - РЕ, 
4х _ :: 


и Т. Д. 


$ 68. Функщи отъ функшй двухъ нь, 

Пусть перем$нная 2 зависитъ отъ двухъ перемённыхъь и Ио, кото- 
рыя въ свою очередь суть функши перем$нныхъ хи у; очевидно, что 
2 ВвЪ этомъ случаБ есть функшя перем5нныхъ независимых хи у. 

Формулами это выражается такъ: 


2 = (и, 5), и =Ф (2, У), © = ф (2, У) ра в 

Намъ нужно выразить производныя 2 по х и у черезъ производ- 
ныя 2 по перем5ннымъ и иоф и производныя перемнныхЪ и иу 
по перемЁ$ннымъ # и у. 

Отв$ть на подобный же вопросъ для случая функши отъ одной 
перем$нной независимой мы уже нашли въ 8 94. 

Подобный же способъ и туть приведетъ насъ къ цфли, причемъ 
удобнзе всего будеть намъ прибфгнуть къ составлен!ю ‘полныхъ 
дифференщаловъ. Мы будемъ имЪть: | 


и — 0$ аж --- 7? У 
0х 9 (8) 
04 0$ 

с ЕЕ ах -+- ду Ц 
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Однако, во избЪжане возможныхъ ошибокъ, намъ надо хорошенько 
отдать себЪ отчетъ въ томъ, что обозначаютъ встрчаюпляся въ этихъ 
формулахъ величины. 

Въ уравнения (2) ди и 4 выражаютъ произвольныя безконечно- 
малыя приращеня ии 9. 42 выражаетъь то изм$нен!е 2, которое 
оно получаетъ, когда и их получаютъ приращене ди и 4. Въ урав- 
нен1и же (3) 4х и Ду обозначаютъ произвольныя изм$нен1я хи у, 
а ди и 4—тЪ измБнемя и и, которыя соотв$тствуютъ изм$не- 
нямъ д и у на ах и 4. 

Значитъ, въ уравневи (2) ди и 4 имфютъ боле широюй смыслъ 
(какъ величины совершенно произвольныя), чЪмъ въ уравневши (3) 

Но именно въ силу полной общности ихъ значевшй въ ур-ши (2), 
обнимающей собой вс частные случаи, мы и можемъ съ помошью 
ур-ная (2) р$5шить нашу задачу, т. е. найти то измЁнене, которое 
получаетъ 2, когда и и х получаютъ приращен1я ди и 4%, соотвЪт- 
ствуюпая измфненямъ 5х и у на ах и 0. 

А именно, подставляя въ выражене (2) для 42 значен1я (3) для 
Чи и 4%, мы получимъ: 








о ОТ [9$ дф ОТ [94 дФ С 
4 — ди (05 бла + [5 + у @ = 
___ [07 9? ОР 094 ОР 0дфФ 004 
ое вы) 42 + [ыы ву} Биниа НН) 
Съ другой стороны, мы имемъ: 
д2 02 
Е И ПИ кк 5 0 


Если мы желаемъ, чтобы выражения (4) и (5) были равны другъ 
другу для любыхъ значенй ах и ау, то мы должны имЪть равенства: 


09%  0и 0х д% дх 
02 д2 ди 5. д2 0% | 
ду ди ду ду ду 

Этимъ самымъ мы и нашли искомыя выражен!я для частныхь 
производныхъ функшЙ г по х и 9; формула $ 24 получится отсюда, 
какъ частный случай, если мы предположимъ, что 2 зависитъ только 
оТЪ и, а и только ОтТЪ 2. 

Тогда 02 ди 


д2 _ 02 ди де 9% | 
=. (6) 


| 


— —=0 и — = 0. 
0% ду 

Одинъ частный случай имфетъ особенный интересъ. Пусть н%- 

которая величина, которая разсматривалась еначала какъ функщя 


15* 
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двухъ перем5нныхъ и И 5. разсматривается зат$мъ. какъ функця 
двухъ перем$5нныхъ хиу, причемъ х тождественно совпадаетъ съ ци; 
другая же величина у остается неопред5ленной; намъ известно лишь, 
что функщя о сама есть функщя оть х (или что то же самое ) и у. 
Въ этомъ случа > не равно тождественно = но изъ формулы 
(6) мы будемъ имЪть (въ силу того, что 
=, ИЯ НН (0) 
де де да 0% 
00 би ‘6% 0% 
ли = . с (8) 


оне | 
ду 0% 0% 





Еели мы въ такихъ случаяхъ хотимъ въ нашихъ формулахъ со- 
хранить только одну изъ буквъ и или т, то необходимо, когда дЪло 
идетъ о производной = по х, прибавлять еще, которая изъ перем$н- 
ныхъ 9 или у при этомъ разематривается, какъ вторая перем$нная 
независимая. 

Намъ приходится отличать частную производную 2 по х «при 
постоянномъ у» отъ частной производной 2 По Х «при постоян- 
НОМЪ 9», для чего служатъ оба значеня: 


(2 -ы’ () 
0% 2/ — ©0758 0% 9 — с0п$ 


или еще короче, но менЪе опред$ленно, можно отличать между собою 
оба эти случая, если условиться при знакЪ й ДЛЯ ОДНОГО ИЗЪ ЭТИХЪ 
случаевъ сохранить скобку; напримЪръ, писалъ, вм5ето первой изъ упо- 
мянутыхъ производныхъ, просто а для второй уже тогда (5) о 
или наоборотъ. | 

Очень важныя примфнения находятъ эти формулы, когда мы 
изучаемъ функши состоявя нЪкотораго газа. | 

Состояне газа, какъ было уже сказано въ 8 65, опредЪляется 
тремя перем$нными: упругостью р, абсолютной температурой Т и 
объемомъ о, между которыми существуетъ упомянутая зависимость: 


ОЛ к оо а мот 9] 


такъ что изъ этихъ трехъ перем$нныхъ только двЪ могутъ разсма- 
триваться, какъ независимыя перем$нныя. Мы можемъ какую-нибудь. 
величину, зависящую отъ состояня газа, напримфръ, количество 
тепла, содержащагося въ этомъ газ$, ©, разсматривать, какъ функ- 
пю Гир или какъ функщю Т и`9. Небольшому измфнен1ю тем- 


$ 68. Функщи отъ ФУНЕШЙ ДВУХЪ ПЕРЕМЪННЫХЪ. 197 


пературы 4-Г соотв$тетвуетъ тогда небольшое изм$неюне 40; чтобы 
повысить температуру на Я9Г, мы должны придать газу 40 тепла, 
пропоршональное Г, т. е. равное са. 

Величину с, на которую нужно умножить увеличене температуры @Т, 
мы назовемъ теплоемкостью (специфической теплотой) газа.. Эту вели- 
чину мы можемъ также, на основан1и вышесказаннаго, опредЪлить, какъ 
частную производную отъ количества тепла, взятую по температур, т.е. 


2 М еее о 0 

дГ 

Но это опред$лен1е лишь тогда получаетъ опред5ленный смыслъ, 
когда мы укажемъ, какая изъ двухъ перем$нныхъ р или т, рядомъ 
съ температурой, разсматривается какъ перем$нная независимая. 

И: то и другое само по себ возможно. Мы можемъ говорить 
о «теплоемкости при постоянномъ давлен!и> и о «теплоем- 


кости при постоянномъ объем$». 
Мы имемъ д$ло съ первой изъ нихъ, когда мы, увеличивая 


количество тепла, сохраняемъ упругость (давлен!е) газа постоянной; 
со второй—когда объемъ газа остается постояннымъ. 
Пользуясь выведенными нами формулами, мы получимъ: 


90 0) } 9) 0% 
[от } — с0п5$8 01 э — с071$ 0% ТТ = с0п58 д.Г р = соп# 


Туть, на основами ур-вя (9): 


(ат Е ера ааа 08 
дГ р — с0п$ Р 

Далфе, для случая идеальнаго газа, количество тепла, которое 
ему надо придать для того, чтобы увеличить его объемъ на 4 при 
постоянной температур, равно р 0; значитъ: 


90 
(= ЕожылЕ р я ъ . . . . . - > ® (13) 
\ / Т= с0п$ 
Если мы для об$ихъ теплоемкостей введемъ обычныя обозначе- 
ня: с, и в,, то уравнене (11) можеть быть переписано такъ: 


СЕНЕ съ жен. 5 (14) 


Это значитъ, что разность между обфими теплоемкостями равняется 
для даннаго газа величин постоянной. 

Тутъь нужно замЪтить, что все разсуждеше относится къ единиц 
массы газа, а за единицу тепла выбрано то количество тепла, ко- 
торое эквивалентно единиц$ работы. 
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ГЛАВА Х. 
Тригонометрическя и круговыя функщи. 


$ 69. Опред$леже тригонометрическихь функц. 

Н%которыя изъ тзхъ зависимостей, которыя просто опред$ляются 
геометрически или механически, нельзя выражать посредствомъ выше- 
употреблявшихся обозначен1й. Въ этому роду зависимостей принад- 
лежатъ всБ законы, относяпцеся къ пер1одическимъ явлен1ямъ, 
т. е. къ такимъ явлен1ямъ, которыя, какъ напримЪръ, астрономиче- 
ская и метеорологическая, повторяются черезъ нфкоторые промежутки 
времени (пер1оды). СОвфтовыя, звуковыя и электрическя явленя 
также обнаруживаютъ такого рода пер1одичность; но пер1одъ ихъ 
гораздо короче, что, впрочемъ, для математическаго изслЪдованя не 
имфетъ значения. | 

Цля представлен1я такого рода явлевшй нуженъ новый классъ 
функшй. Чтобы ввести такя функщи, мы разберемъ одинъ простой 
вопросъ кинематики (ученя о движен1и). Представимъ себ, что 
(фиг. 32) н$которая точка Р перемфщается равномфрно по кругу, 
радлусъ котораго для простоты примемъ равнымъ единиц длины. 
Пусть черезъ центръ круга проходять оси ортогональныхъ (состав- 
ляющихъ между собой прямой уголъ) координатъ. Вообразимъ кромЪ 
того, что съ точкой Р связаны точки О и В, перем щаюпияся пер- 
вая по оси 2-овъ, вторая по оси у-овъ такъ, что первая служить 
основанемъ перпендикуляра, опущеннаго изъ точки Р на ось 2-овъ, 
а вторая — основанемъ перпендикуляра, опущеннаго на ось у-овъ. 
Легко понять, что 00$ точки будутъ совершать каждая по своей оси 
пер1одическое колебательное движен1е туда и назадъ, т. е. движене 
будетъь каждый разъ начинаться снова послЪ того, какъ точка Р 
опишеть полную окружность. ТЪ законы, которые связываютъь 
абсциссу точки 09 и ординату точки Е съ временемъ, мы будемъ 
считать простёйшими пер1одическими функмями и будемъ выражать 
друмя перюдическля функши посредетвомъ этихъ. 

Знаки для этихь функшЙ уже введены въ тригонометрии; дЪй- 
ствительно, такъ какъ радусъ принятъ равнымъ единиц, то ОР 
или ОЁ есть синусъ, а ОО или ВР есть косинусъ угла ООР. При- 
мемъ за начало счета времени. тоть моментъ, когда точка Р прохо- 
дить черезъь положительное направлене оси х-овъ; такъ какъ уголъ 
‚ ФОР возрастаетъ, согласно нашему допущеню, въ равныя времена 
на одинаковыя величины, то уголъ пропорц1оналенъ времени, и мы 
можемъ, принимая во вниман!е начало счета времени, выразить уголъ 
СОР черезъ «р гдВ «—коэффищенть пропорщональности. Тогда по- 
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лучается: ОО = с0$ в ОЁ = 5т «1. 


Эти равенства справедливы не только численно, но и по знаку’ 
гд$ бы точка Р ни находилась (это уже было выяснено въ 8 10) и 
это потому, что соглашен1я относительно знаковъ координатъ и зна- 
ковъ синуса и косинуса соотв$тствуютъ другъ другу. 

Относительно угловъ сл$дуетъ принять другшя соглашеня; въ триго- 
нометри углы измфряются обыкновенно въ градусахъ, минутахъ и се- 
кундахъ; за основной уголъ принимаютъ прямой уголъ, который разд- 
ляютъ на 90 градусовъ, а градусъ на 60 минутъ, но для нашихъ п$лей 
лучше ввести другую единицу: за единицу измфрен1я угловъ мы при- 
мемъ такой центральный уголъ, длина дуги котораго равна радтусу. 

Величину этого угла легко найти изъ слБдующихъ соображений. 
Центральный уголъ, длина дуги котораго при рад1ус$ равномъ еди- 
ниц’ равна т, т. е. равна полуокружности, равенъ сумм двухъ 
прямыхъ угловъ и содержитъ 180°; если обозначить черезъ х. число 
градусовъ, содержащихся въ нашей единиц изм$рен!1я угловъ, то 


должно быть: ток 


значитъ, 
180 


1 п 2 


или съ точностью до минуть 
а: == 5119. 
Уголъ, который измфряетея въ этихъ дуговыхъ единицахъ чис- 
ломъ 5, заключаетъ число градусовъ, выраженныхъ формулой 


вы 1805, 


т 


ИЛИ | 
х. 57218'. 
Обратно: уголъ въ « градусовъ изм$ряется въ дуговыхъ едини- 
цахъ числомъ | 
ск 


180 — 001745 С. 


Для облегчен1я Этих переходовъ оть одного измфрепя къ дру- 
гому въ логариемическихъ таблицахъ большею частью помфщаются 
вспомогательныя таблички, въ которыхъ съ одной стороны приве- 
дены кратныя числа 0,0174533, соотвЪтствующаго углу въ одинъ 
градусъ, и кратныя числа. 0,0002909, соотв5тствующаго углу въ одну 
минуту, съ другой стороны кратныя 57°18' = 3438'. При пользова- 
ни такими табличками нужно для перехода отъ одного измБреня 
къ другому выполнить только сложение. 

Положимъ, требуется выразить уголъ въ 14°24' (уголъ правиль- 
наго 25-ти угольника) въ дуговой мЪрЪ; тогда надо выполнить та- 
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кое вычислен!е: 10° — 0.17453 
42  — 0.06981 
20' == 0,00582 

4' —= 0.00116 _ 





14994 ' — 0,95139. 


Если съ другой стороны требуется найти, сколько градусовъ и 
минутъ содержить уголъ, имфюпиЙ въ дуговой мЪр$ изм5рене 
0,14286, то надо выполнить сл6дующее вычисление: 


0,1 — 343',78 
0,04 д 
0,002 —= 6'88 
0,0008 = 2.75 
0.00006 = 0',21 


0.14986 — 491'1 = 8° 1111. 


Когда мы далЪе будемъ говорить о 5% х, подъ этимъ будемъ ра- 
зум$ть синусъ того угла, дуговая м5ра котораго х. НапримЪръ, $т 1 
есть синусъ угла въ 57°17'7, слБдовательно, его логариемъ равенъ 


- 9,92502 (— 10). 
Приведемъ маленькую таблицу тригонометрическихъ функшйЙ $1113, 


с03111$, фапоепз и собапоеп$, причемъ выразимъ углы въ дуговыхъ еди- 
ницахъ. Знакъ со надо понимать въ томъ же смыслЪ, какъ въ 6 20. 





х т т 60$ 1 19 х 0$ Х 
0 0 1 0 со 
к 1 1 — 1 /— — 
6 9 573 ЗИ р 
п | 22 В Ь 

я 52 И.Е 1 

п а 1 с. В 
3 УЗ 9 Уз ЗУЗ 
|. | 

Э 1 0 сс 0 

2п А 1 =: 1 _ 
3 23 9 13 ЗИЗ 
5т 1 Е „= 1 Е 
6 Я» —5737 АБ» 
п 0 1 : 0 со 
Зп | О 

2 — * } 


С 
> 
== 
<> 
6 
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На основанйи этой таблицы и болфе по- 
дробной численной таблицы можно по- 
строить графическое представлен!1е три- 
гонометрическихь функшй въ вид кри- 
выхъ, отнесенныхъ къ прямоугольной це- 
картовой систем координатъ; это геометри- 
ческое изображене приведено на чертежф. 





Фиг. 34. у— с0$ 5 


‘ 1 , 1 
1 р. { | 
| 
| 1 1 1 
| 
1 
1 ' ‘ 
у } 1 1 
! : | : 
] ! 
1 ', | 1 
| 
! | 1 
31 = -=л о 1 ЕЕ 
2 2 2 51 
1 | 
} : 1 
| ' 
} } - : 
г 1 ы } 1 
. ! : 
1 ‘ у} 
Е } ' ! 
} т ! 
| 1 Г |. 
} | 1 


Фиг. 85. у —= 4% 


0 <> 65 2 2 2 дочь да м5 52% >> — чз = > < => <>... ....-.-. 
20 <> 42 > > 2 а 42 2 2 2 с 2 5 зо. 30 ФФ в 5 чы 22’ 6 оф 2 © © дров ор > 2 © 





28 ат ов ® ор @роь 20 > > ар дчр 2 в отче => = > > ео ро в оф = 





Фиг. 36. у — со$х. 


201 





27 


Ф о ар > ор ах 99 < О с РНЕ © = = 52 че у р 2 Ч 4 ФФ 2 35 = ар 20 а в и 


'. 
} 

| 
1 

1 

1 

1 

} 

} 

1 

1 

1 

1 

1 
ОЕ з7 
‚2 
} 

| 
1 
! 

} 

1 

! 

! 

1 

1 

\ 


228 ибо 405 ча Фь 4 очи сочи а 30 «2 ФБ 9 вк че 2 че сок ор чо ааь с Чу о а 9 2 9й 60 4 =9 
/ 
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$ 10. Дифференцироване функщи синусъ. 

Для опредБлевя производной 5% х по х мы выведемъ сначала 
теорему, выражающуюся двумя неравенствами. 
Возьмемъ опять кругъь ращуса равнаго еди- 
ниц, нфкоторую точку Р этого круга соеди- 
нимъ съ центромъ и обозначимъ уголъ, ко- 
торый эта прямая образуетъ съ осью 2-овъ 
черезъ х. Черезъ точку пересБченя положи- 
тельнаго направленля оси 2-овъ съ окруж- 
ностью проведемъ касательную и продол- 
жимъ ее до перес$чен1я съ ОР въ точкз Т. 

Тогда изъ чертежа видно, что 





Фиг. З1. 


пл. треуг. ОТ > пл. сектора РОБ >> пл. треуг. РО. 


Выразимъ площади этихъ фигуръ на основании теоремъ элемен- 
тарной геометрли, а именно: 


пл. треуг. РОТ = 5 0$. 5Т = а [9х 
1 у 
пл. сектора Роб = $ ОВ. Э.Р: — т 
1 О 
пл. треуг. РОФ = э 0%. ОР= 5 5т х 00$ 1, 


такъ что получается: 
11 >х > 5х 608 2, 











ИЛИ 
й. > > 08 х 
08 ’ ПХ р 
или еще такъ: 
08 х ее ——— ра 
605 т 


Но с05 хи р при достаточно маломъ х сколь угодно близки 
къ единицЪ; слдовательно, отношение = которое всегда лежитъ 
между этими значен!ями, тоже сколь угодно мало отличается отъ 
единицы. При х = 0 отношене и не иметь опред$леннаго зна- 
чен1я; однако совершенно такъ же, какъ мы дЪлали въ аналогичныхъ 
вопросахъ 8 55, мы дадимъ этому отношен1ю при 5х = 0 такое зна- 
чене, которое бы непрерывно примыкало къ остальнымъ значен1ямъ 


этого отношен1я; для этого надо положить, что это отношене при 
х —= 0 равно единиц. Мы записываемъ это въ такомъ вид: — 


а ыы 


1=0 
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или еще лучше такъ: И 
у ит $ ® — |. 


д — 0 Ч, 





. . тх 
Посл$днее обозначен1е выражаетъ, что отношен1е —._ТЪмъ мень- 


ше отличается отъ единицы, ч$мъ меньше само х. 
Чтобы теперь получить производную функши у = зтх По 2, 
составимъ сначала отношен1е приращенй 


лу _ 3% (< №) — ту 
о ЗИ р 


ЭТО выражение по ‘формуламъ тригонометрии ани ВЪ 
такое: 





2 608 Ё ии - 5 о т З 
2 2 й 2 
к —— — 608 |: = ы Г ' 
9 


ы ни. 
Пусть теперь уголъ й неограниченно убываетъ, тогда > и по- 


давно убываетъ неограниченно, причемъ по указанной теорем от- 
ношене: т 


$, — 
у 


=== 


й 


2 


неограниченно приближается къ единиц; итакъ, мы получаемъ: 





Фу 
—— — 60$ 1). 
_ 
ЗДЪеь намъ пришлось трактовать поняте о производной инаме, 
чБмъ въ $ 13. Тамъ мы считали за производную «то, что полу- 


чается изъ отношеня 


Га+ы—/@ 
р ) 


если послЪ вс$хъ преобразованй положить й равнымъ нулю». Въ 
данномъ случаз никакимъ преобразоваемъ нельзя достигнуть того, 
чтобы можно было выполнить д$флене, и поэтому мы вынуждены 
воспользоваться представленемъ 5$ 54 и 55 и дать мы ВЪ 
видЪ такого равенства: : 


т (6 --Ю—/8, 

В =0 
т. е. разумБть подъ производной или значенемъ этой` дроби для 
й — 0 то значене, которое заключено между двумя значен1ями этой 
дроби, взятыми для сколь угодно малыхъ отрицательныхъ и поло- 
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жительныхъ значен!1й й, если только вообще такое среднее значете 
существуетъ. Раньше производило впечатл5 не, будто формула даетъ 
больше, чБмъ разсуждене; теперь видно, что формула сама по себЪ 
все-таки не даетъ всего. 


$ 71. Дифференцирован1е остальныхь тригонометрическихъ функций. 

Посл того, какъ мы вывели правило дифференцирован!я синуса, 
дифференцирован1е бстальныхъ тригонометрическихъ функшй уже не 
представляетъь затрудненя. Правило дифференцирован1я косинуса 
можно вывести способомъ, совершенно аналогичнымъ тому, который 
былъ прим$ненъ для дифференцирован1я синуса, или же можно при- 
вести эту задачу къ дифференцированлю синуса такимъ образомъ: 


у Иа 
Со ми — г] 
слЪдовательно: 
(15 
| 0 | вы г] 
р соз |“ у ИНН : с 3 
— 1 $ — — — — ‹ === — — $2110 Х.. 
ах 2 _  @ р 2 


Для дифференцирован!я тангенса и котангенса можно просто вос- 
пользоваться формулой, приведенной въ $ 19; она даетъ: 























ах _ 1 @ 5т х - 008% 
в Пр тб 
1 й 1 
— ——— (08° 2 -н зи 1) =, 

с082 д | с08? т 
Я соёх 1 [5 08 х ы 4 5% х\ __ 
= — и — ж-— | — 
ах 8912? т сх сх 
| 1 
2 2 
——-- — $4792 х — 608? 1) = — — 
д ) т? т 


Эти и друмя ранфе приведенныя формулы дають возможность 
продифференцировать любую функшю, которая ращонально выра- 
жается черезъ показательныя, логариемическля и тригонометрическля , 
функши. Мы удовольствуемся н$еколькими примфрами, а зат$мъ 
предложимъ читателю обратиться къ сборникамъ сзадачъ. Примфры 
мы сдЪлали, пользуясь дифференщалами: 


4 (х 5т 4) = 1451 х - зт х 4х = (< 08 х та) ах: 


4 (51 25) — 608 9х а (25) = 8 00$ 85 ах, 
или: | 
4 (5т 2х) = 4 (2 51 1 005 2) =? (5тх А 00$ д -+ 60$ д 4 т 2) = 
_ =2(— 524 -+ 60575) ах = 98008 8х ах; 


4 057% — 9 60$ д 4 с08 х = — 9 3% х 608 д 4х = — 9% 9х ал: 
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ИЛИ: 
—- 6082 
Ч со а 60$ д = — 229 2х ах = — п 2х (и; 


е / 
Я (е?5т 2) = е’4 зт х-н эт х 4 =” (с0; х + зтх) = И? е” т [=== 
$ 12. Интегрироване тригонометрическихъ функц. 


Изъ формулъ дифференцирован1я, приведенныхъ въ предыдущемъ 
параграф», получаемъ слф$дуюцщия формулы интегрирования: 








[эт 2 аз = — во = 0, ‚сз 2 аа == вв 2 + 0 
(Е 7 
Е — — 60% - С, — = ШЖ- С. 
31“ х 6057 


Эти формулы въ связи съ теоремами, приведенными въ 8 97, 
дають возможность проинтегрировать очень мномя изъ функщшй, въ 
выражен1е которыхъ входятъ тригонометрическая функши. Мы раз- 
беремъ только слфдующие примЪры. 

1. Если положимъ въ формулВ (4) 8 271: 





2 —= $ (1) = 25, значитъ, е —=2 и (2) = та, 


то получимъ: 
® 
/ п 2х. Зах = ‚Дет #42 — — 082 -+ С, 


сл5довательно: 
1 
‚= 2х ах = — 5 08 ВЕ -Н С, 


и такимъ же. образомъ: 
вы 
0$ 8х 4х = 5 5 2% -+- С. 


2) Интегралы: 
/ т’ д ах, / с05* пах 


можно привести къ предыдущимъ посредствомъ формулъ: 


г 1 — 605 2% 5 1 -+ 60$ 25 
5 ды. 08а 


3) Всякая рацональная функшя. отъ 605 хи яп ох можеть быть 
обращена въ ращональную функщю отъ перемЪнной 2 посредетвомъ 
подстановки 

2 — #9 = 


о * 
== 
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тогда получаемъ: . 
ее 1—2* 22 2222 ил 1 
12 2’ а. 2 








05° 


ко| 


Наприм ръ, . 


ы —— 
у а-- о созх 
можно преобразовать въ 


(1 -= 2°) ах 
ГР (1+ 22) 56 (1—2?) ° 


& это по формулЪ (4) $ 27 равно: 


За 
ао (а— 6) г” 


Если (а 65) и (&«— 6) разныхъ знаковъ, то можно положить: 


рые еее" ЕЕ На 
—_ р— а” ие 


и тотда получимъ: 
2 р-на и 1 1+4 
НИ ое = о" 


(ср. 8 34). 
/ х т тах 


4) Интегралъ вида: 
можеть быть взять при помощи интегрированя по частямъ; пусть: 














х = и, т хах = 4%, 
тогда | 
и — 4х, 9% = — 60$ %, 
й, сл5довательно, 


‚[ 2 т ав = — д 608 д / 
5) Въ интеграл: 
/ е1® 54 6х ах 


интегрирован1е по частямъ не сразу приводить къ пфли; дЪйстви- 
тельно, полагая 





— -—- м 608 х-+ ПХ - (С. 


и — ©", фо —= ям бхатх, 


с08 бт 
ди — ае“” ах. НР з 





получаемъ: 


| ах . 1 ат ` 
| 5% 6142 = — ге сов веку [то ша | — аб | Ь?. 
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Такимъ образомъ предложенный интегралъ выраженъ черезъ дру- 
гой интегралъ, который не проще предложеннаго. Мы достигнемъ 
цфли если въ новомъ интегралЪ произведемъ такя же преобразова- 
ня. Пусть: 


и —=е”, 4 = 00$ 6х ах 


‚  Ят 6х 
ди — ае”" аж, 9 = =: 





тогда получаемъ: 


| е”” 05 6 ах == : е””, эт бт — > | с" т 6х ах; | 6? | а6. 


Р$шая эти два уравненйя относительно искомыхъь интеграловъ, 
получаемъ: 


[ е”” с08 6х 4х = = (а 60$ 6х -- 6 5т 52) 
./ 


ах 


е 


рии (— р с05 6х а зп 6%). 


Г е"” 59% 6х ах = 
Е 


$ 73. Вруговыя функщи. 
Если дв$ перем$нныя 5 и у связаны уравненемъ: 


По И, ооо ове (0 


то у есть дуга, синусъ которой равенъ х. 
Прежде это записывали такимъ образомъ: 


у — атс бт... ...... м @) 


но затЁмъ стали писать просто 
4} — @т6 ти. еее... (С) 


Уравнене (3) имфетъ совершенно такое же значен1е, какъ урав- 
нен!е (1); зависимость между т и у принято писать въ видЪ урав- 
неня (1), если считають 1 и въ видЪ уравненйЯ (3), если счи- 
таютъ у за независимую перем$нную; здфсь слфдуетъ вепомнить, 
что было сказано о произвольности выбора независимой перем$н- 
ной въ $ 183. 

Вводя новый знакъ атс т для изображен!я н$которой функцю- 
нальной зависимости, мы должны раньше всего разсмотрЪть одно- 
значна ли функшя, изображенная этимъ знакомъ, т. е. соотвЪт- 
ствуетъь ли данному значеню синуса только одно значене дуги. 
Уже въ элементарной алгебрЪ встрЪчаются примфры многозначныхъ 
функшй; если, напримЪръ, д = у, то, представляя рёшене этого 
уравнен1я въ видЪ: 

уу 
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мы находимъ, что у есть двузначная функщя х и что вообще у 
обозначаетъь двузначную функшю, такъ какъ каждому значен1ю х 
соотв$тствуютъ два значен1я у; оба значеня обладаютъ тБмъ свой- 
етвомъ, что квадратъ каждаго изъ нихъ равенъ х и связаны слф- 
дующей простой зависимостью: они численно равны, но противо- 
положны По знаку. 


Функщя атс зт есть примЪфръ безконечно-многозначной функщи; 
каждому значен1ю 2, взятому между границами — Ти -+ 1 соотвЪт- 
ствуетъ не одна дуга, а безчисленное множество дугъ, синусы кото- 
рыхъ равны 5. Изъ опред$леня непосредственно слдуетъ, что. 
если у, есть нЪкоторая дуга, синусъ которой равенъ х, то не только 
всЪ дуги вида: 
У - 26, (еее. (4) 
но и вс5 дуги вида: 

п — № - 9йм, (-...... (5) 


гдф к— любое цВлое положительное или отрицательное число, имютъь 
тотъ же синусъ. И такъ, мы можемъ высказать слБдующее положене: 

Функц!я, обозначенная черезъ атс зтх безконечно много- 
значна для всБхъ значен1й 5х, взятыхъ въ области (—1...-+-1) 
значен1я этой функции, соотв тествующ1я одному опредЪ- 
ленному значен1ю аргумента, распадаются на два ряда: зна- 
чен1я одного ряда можно получить изъ одного какого-нибудь 
значен1я посредствомъ формулы (4), подставляя вм$ето к 
всевозможныя ц$лыя, какъ положительныя, такъ и отрица- 
тельныя числа, а значен1я другого ряда такимъ же обра- 
зомъ изъ формулы (5). 

(Если за у, принять одно изъ значевйй второго ряда, то изъ фор- 
мулы (4) получились бы т$ значенля, которыя теперь дала фор- 
мула (5) и наоборотъ). 

_ Въ н5которыхъ случаяхъ полезно выбрать и принять за главное 
одно изъ безконечнаго числа значенй, которыя принимаетъ безко- 
нечно-многообразная функшя при опред$ленномъ аргументЪ. При 
извлечении квадратнаго корня можно положительное значене при- 
нять за главное; для функщи атс эт можно принять за главное зна- 
чен1е наименьшее по абсолютной величинЪ; въ такомъ случаЪ глав- 


. и НУ 
ное значене изМЪнятся, возрастая отъ — 5 до = э въ то время, 


какъ х растеть оть — 1 до - 1. Сл5дуетъ впрочемъ обратить вни- 
ман1е на то, что выборъ главнаго значен1я совершенно произволенъ. 
Геометрическое представлене функщи у = атс ятх въ вид$ кривой 
въ декартовыхъ координатахъ получается, если чертежъ $ 69 повер- 
нуть въ той же плоскости ‘на 90° вокругь начала и затЪмъ повер- 
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нуть плоскость чертежа на 180° вокругь оси у-овъ. Обведя еще разъ 
часть полученной кривой, соотв$тствующей главному значен1ю, мы 
убЪждаемся, что такимъ образомъ выдфляется н$которая совершенно 
произвольная часть геометрически неограниченной кривой. 

Такимъ же образомъ можно трактовать функщи, обратныя осталь- 
нымъ тригонометрическимъ функшямъ. Что касается функши: 


у == атс 08%, „(ес . (6) 


то вс ея значен1я для даннато х получаются изъ одного значен1я у 
изъ формулы: 

м а ее 
и формулы 
НЕ В Е а а ао В 
при чемъ А можно давать всевозможныя цп$лыя положительныя и 
отрицательныя значення. Какъ видно изъ этихъ формулъ нельзя при 
помощи такого же соглашен1я, какъ для синуса, выдЪлить здЪеь одно 
главное значене, потому что среди различныхъ значенй атс со; х 
есть два, которыя являются наименьшими и при томъ равными по 
абсолютной величин; но можно условиться считать за главное то 
изъ этихъ двухъ, которое оказывается положительнымъ; при такомъ 
выборБ главное значене убываеть отъь к до 0, когда х растетъ 
отъ — 1 до -+- 1. 

Функши атс 4х и атс со х опредфлены для всЪхъь значен!й г; 
эти функши также безконечно многозначны, но вс значен1я, кото- 
рыя оНЗ принимаютъ при опред$ленномъ аргуменг$, получаются 
изъ одного значен1я у, посредствомъ одной формулы | 


ИТ аа № тофтваен ©) 


гдЪ опять-таки & можно давать всевозможныя цфлыя, положительныя 
‘И отрицательныя значен1я. За главное значен1е атс 4 х примемъ наи- 


| й > ь- 
меньшее по абсолютной величин; оно возрастаеть отъ —5 До + -. 


въ то время, какъ х растетъь отъ — со до - <. ПримЪнить то же 
соглашен1е къ аус сд х неудобно, потому что этимъ была бы опредф- 


р п 

лена функщя, которая убываетъ оть 0 до —=, когда х растетъ 
и к 

отъ — со До 0, затБмъ вдругъ перескакиваеть оть —5 кь = И 


снова убываетъ до 0, когда х возрастаетъ отъ 0 до -+ со; сл$дова- 
тельно, атс с0э%% при такомъ опредЪфлен!и главнаго значен1я претер- 
пфвало бы разрывъ при х=0. Если мы хотимъ избфжать этого, то 
надо принять за главное значене то, которое лежитъ между 0 и т. 

Вс эти функши, обратныя тригонометрическимъ, называются 
круговыми. Если требуется найти ихъ значене для даннаго аргу- 
мента, то надо во первыхъ розыскать въ логариемическихъ табли- 
«4 _ 


Г. Буркгардтъ.—Дифференц, и интегр. исчисленя. 
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цахъ логариемъ этого аргумента, во вторыхъ, найти этотъ логариемъ въ 
таблиц логариемомъ соотв$тетвующей тригонометрической величины 
(принимая, конечно, во вниман!е прибавку десяти единиць, которую дЪ- 
лаютъ въ опред$ленныхъ случаяхъ въ этихъ логариемахъ); наконецъ, 
остается выписать изъ этихъ таблицъ требуемый уголъ въ градусахъ, 
минутахъ и секундахъ и перевести при помощи вепомогательныхъ 
табличекъ эту угловую м$ру въ дуговую, какъ объяснено въ 65 69. 


8 74. Дифференцироване круговыхъ функциИ. 

Такъ какъ круговыя функши являются обратными тригонометри- 
ческимъ, правила дифференцированля которыхъ мы уже дали, то 
правила дифференцирован1я круговыхъь функшй можно вывести на 
основани 8 22. Особеннаго вниман!я требуеть только выборъ опре- 
дленнаго значен!я изъ различныхъ значенй многозначной функщи. 

Изъ равенства: 








ат _ азту _ р 
получаемъ: 
Чу _ 4 атезтх _ 1 
ах = @х _ 6089’ 
или если выразить соз у черезъ ту, который равенъ х, то: 
ф атс 51 х 1 
Е а Е 4 о йо ‚ . , ® - о (1) 
4х 1 — 4 


Остается рёшить, какой изъ двухъ знаковъ при корнЪ слфдуетъ 
ВЗЯТЬ. | 


Если подъ атс зтх разумЪть главное значен1е, т. е. то значен!е, 
которое заключается между — = и На , то вопросъ рфшается сразу; 


вЪдь, при этихъ значен1яхъ дуги косинусъ положителенъ. Сл$до- 
вательно: 

Въ уравнении (1) сл$дуетъ взять корень со знакомъ -+, 
если только подъ атезт разум$ть главное значен1е этой 
безконечно-многообразной функц!и. 

Отеюда видно, что это же самое правило примфнимо для веЪхъЪ 
значен!й атс $, которыя получаются изъ главнаго посредствомъ 
формулы (4) $ 73; напротивъ того, знакъ минусъ слфдуетъ взять 
для воЪБхъ значешй, получающихея изъ главнаго по формул (5) 
того же параграфа. ДЪйствительно, въ первомъ случаё функшя 
ат"с т возрастающая, во второмъ убывающая. 

Подобнымъ же образомъ получается -изъ 


РН $9 1 
ау — У 
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производныя оборотной функщши: 


С атс со г © ] 1 


к ВНЕ +++ № 

Но здЪеь уже слЪдуетъ брать корень отрицательным *), если подъ 
атс с0з х разум$ть главное значен1е или одно изъ тфхъ, которыя по- 
лучаются изъ главнаго поередетвомъ формулы (6) 6 73; напротивъ 
того, корень сл$дуетъ брать положительнымъ, если подъ а7с 0$ 
разумЪть одно изъ значений, получающихся на основан1и формулы (7); 
это видно изъ того, что первый рядъ убываетъ, а второй возро- 
стаетъ при возрастании г. 

Для атс 19 и атс с не требуется такого различен1я знаковъ; при 


дифференцирован1и получается просто: 


Фатх _ ме 3 
Дт К и (9) 
фатс сх _ р. 4) 
4х Зы: <". 


$ 15. Обращене этихъ правилъ. Интегрировае новаго клаеса алге- 
браическихь функ. 

Формулы дифференцирован!я, приведенныя въ предыдущемъ пара- 
граф$, даютъ сл$дуюция формулы интегрирования: 


т — аге $0 д; -+- С — — @ТС 60$ Х --- С ще @ (1) 
—4 

Г ах Е 

Гея =аю уе С, = — атс вв 2 0, над © в (8) 


На первый взглядъ кажется страннымъ, что для каждаго изъ 
интеграловъ получаются по два совершенно различныхъ значеря. 
Но нетрудно уб$диться, что эти результаты совершенно согласуются 
©ъ общей теоремой $ 26, по которой двЪ функции, имБюпия одинаковыя 
производныя, отличаются другь отъ друга только на произвольную по- 
стоянную. ДЪйствительно, такъ какъ косинусъ и котангенсъ служатъь 
соотв$тственно синусомъ и тангенсомъ дополнительнаго угла, то: 


атс т т -+ атс с0$ х = _—, 


2] Я 


атс 9 х + атс со х = 


| я 


*) Поэтому обыкновенно пишутъ: 


@ атс сз _ — 1 
ат в ИГ 2 


14% 
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сл довательно: | к 
— атс с08 Х == ате я х — 5, 


к 
— атс 601 Ж — атс 9 мо. 


Пользуясь этими формулами интегрирован1я, можно проинтегри- 
ровать функщи, которыхъ раньше не удавалось интегрировать, по- 
тому что знаменатель дроби разлагалея только на мнимые множи- 
тели. Мы ограничимся т$мъ случаемъ, когда числитель интегрируе- 
мой функщи первой, а знаменатель второй степени; пусть предло- 
женъ интегралъ: 

(92 — 1) ах 


и ад? + Эж-с. 


Если прим$нить Къ знаменателю тотъ же прлемъ разложен1я на 
два слагаемыя, которымъ пользуются при рёшен!и квадратнаго урав- 
нен1я, то можно предложенный интегралъ переписать въ видЪ: 


7 — Те _@ (95 — 4) ах 
а о (ав — — 5) 


0 


Случай 


Л 


ас —=": 








уже разобранъ (3 33—36); остается разсмотрЪть случай 
ас — 62 > 0. 


Въ этомъ случаЪ введемъ для интегрирован! вспомогательную 
перем$нную: 
_ об - чИае— В 
Уж’ а 
тогда получаемъ: 


: ии ай — 6 
МР 
( [ни аУ авс — 5? ТТ н 
Второй изъ полученныхъ здфсь интеграловъ по формул (2) ра- 
венъ а/с 19 и, а первый легко можеть быть взятъ посредствомъ под- 


становки 


аа 
тогда, онъ обращается въ 
а = юд% 
р 5” 


Подобнымъ же образомъ 





Уал? до +. м в 
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приводится къ одному изъ слБдующихъ: 
ди и и — 
первый изъ этихъ интеграловъ равенъ по формул (1) атс зти - С, 
а для второго и третьяго мы уже нашли въ $ 31 значене 
09 (и Ум =) +0. 


$ 76. Еще нзкоторыя теоремы, относящаяся къ тригонометрическимъ 
функцямт. 
1. Обозначимъ черезъ С, сумму: 





1 
С, = -- 605 2 - 608 2х... - 8х... . .(1) 
$ : ЧН . 
Умножимъ объ части на 9 9м э И зам$нимъ произведенля черезъ 
разности синусовъ, тогда получимъ: 
-х . 2 ‚ 35 м . Бх . 3% 
9С $тп — = зп 2 [и — — 51 $ + $0 — — 5" ы Ри Е 
"т я о о о 





—|- и д — К а 2% 
2 нь 


эдЪсь вс члены, кромЪ$ предпослЪдняго, сокращаются и поэтому: 


си 20-1 
] 9 | 
+ Е Е Е >, 
ее 
2. Если положимъ 
9 = пл + т 9+... + тт, ..... .(3) 


то аналогичнымъ способомъ получимъь: 


925 5т = 5 [2 = 60$ 32) С0$ Я С0$ ы о д -- 
па 2 = 9 2 ) 2 о Е 








91—1 21-1 7 и 1 
+ | с0$ д — 605 — хх #608 1 —5008 — 35 т — 








2 2 2 
9 5% ь $0 вы 
а р $810 — 
2 2 
и слБдовательно: 

| пх 

$18 2 5 = 
5 п о э ® ® ® ® . . . % ® (4) 
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3. Взявъ въ первой формул для х частное значене 
тк 
п 


Дт оиииы 





) 


гдЪ5 будемъ считать т цЪфлымЪъ, получимъ: 


. (2 
С (21) тт 


нее + 6) 


С . т 
91 





1 
Если т не дзлится на п, то эта дробь равна = значитъ, имЪфемъ: 


тт 4 тт (2п— 2) тк 


605 - 605 —— +... 608 —— + 608 2тп =0 . (6) 





Если же т д$лится на п, то дробь принимаетъь неопред$лен- 

0 
НЫЙ ВИДЪ 6: Если для нахождеюня истиннаго значеня этого выра- 
жен1я мы примфнимъ правила 8 55 или просто будемъ почленно раз- 


сматривать сумму (1), каждый членъ которой кромЪ перваго ра- 
венъ 1, то получимъ формулу: 


2 тк 4 тт (2п— 2) тк 
8 381008 — — Ен: с —* 





—- 605 Этк = .(Т} 


4. Вторая формула при той же подстановкЪ даетъ: 


2 тт . 4тт 2—2) тт 
+... чек ЛИ = 51 Я тт =0. (8) 


$88 





причемъ эта формула справедлива и для того случая, когда т длится 
на и, потому что тогда каждый членъ суммы (3) обращается въ нуль. 
_$ 77. Тригонометрическое: интерполироване. 
Положимъ, дана конечная сумма вида: 


х 


} 
У=ФА, + А, 608 -+ А, 608 21 +... Ар 008 тх | 


‚ (1) 


В, зтх-- Б, зт 2х + ..- Б, т тх 


т —= И 
0 


Обозначимъ черезъ у, то значене, которое эта сумма принимаетъ, 
2 т 
если замфнить 5 черезъь —— . Выпишемъ и сложимъ равенства, ко- 


торыя получаются, если ар & всевозможныя цфлыя значения, на- 
чиная съ 0 до п — 1, тогда: 


2Ё 
ур -Н У: +... + 1=5 40 4, гы? 


4 ‚Усе Е + А дни, т+ Б. 2 


ти 





—-. 
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Во второй части этого равенства всЪ члены, кром перваго, обра- 
щаются на основати формулъ (6) и (8) въ нуль, слдовательно: 


д —_ 9-Е... — У 
о в, = 


з аи а 8 


т. е. въ формул$ вида (1) членъ, въ который не входятъ тригоно- 
метрическя Ффункщши, есть среднее ариометическое т$хъ значений, 
которыя функщя принимаеть для точекъ, равномёрно распред%лен- 
ныхъ между 0 и 2т. (Отсюда можно заключить, что пер1одическая 
функлая только тогда можеть быть представлена въ вид суммы (1), 
когда это среднее ариеметическое не зависить отъ выбора начала 
дугъ). 

При помощи простого искусственнаго пр1ема можно на осно- 
вани опредфлешя А, найти и остальные коэффищенты. Помно- 
жимъ 06$ части равенства (1) на с0$ тх (т = т) и замфнимъ снова- 
произведен1я тригонометрическихъ величинъ черезъ суммы и раз- 
ности, тогда: 


1 
У 205 тд == 5 4608 тр +5 4, {08 (г ж- 605 (—1ж-... 


+-А, (608 2 пр + п-... 


+В, (591 (т Пх-н т (—Пж-... 


1 
к Б,. зщ 27% ... 


Отсюда мы заключаемъ слфдующее; если у можно представить 


формулой вида (1), то у с05 тх представляется формулой того же 
вида, въ которой однако уже членъ 5 А, а не членъ 5 А., не со- 
держитъ тригонометрическихъ функшй. Если воспользуемся въ этой 


формулф прежнимъ результатомъ, то найдемъ: 


г) 


А = 40 - 9, оо реет +... р а 


г 


52| 


и такимъ же образомъ 
ы = и у, $1 в у. 5 ва = | 4) 
2 =! ‚ т 1/3 я ви ` ` . . ых 


Итакъ, мы приходимъ къ слБдующему заключен!ю: если пер!о- 
дическую функцию надо представить въ видф (1), то коэффишенты 
этой формулы должны быть связаны равенетвами (2), (3) и (4) съ 
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значен1ями, которыя эта функшя принимаетъ при 


2 45 (9п — 2) т. 
не 
у) И 7% 





Если требуется найти такую функшю вида (1), которая бы при- 
нимала при этихъ значенмяхъ х напередъ заданныя значеня 9у,, то Ы. 
должны быть удовлетворены равенства: 


1 2 4 К : 
уе 9 А, --4А, соз——^ + 4:05 — + ...--.О, 52.0 








Я К . 4 дк 
+. Б, 5% —= 
п #4 
Это уравнене первой степени относительно неизв стныхъ коэф- 
фищентовъ, и число ихъ равно числу неизвЪстныхъ. ДЪйствительно, 
если "—нечетное число, равное 2 -- 1, то кром$ А, имЗется еще ’ 
коэффищентовъ А и т коэффищентовъ В, значитъ, всего 9 -+ 1; а 


если и— четное число, равное 3х, то В, сове$мъ не входить въ эти 


. ЭТА 
уравнен1я, потому что $ —-— при любомъ ц$ломъ Ё равно нулю; 


27 

такимъ образомъ и въ этомъ случаЪ число неизв5стныхъ равно числу 
уравнений. Эти уравненля или даютъ одно ршен1е для каждой си- 
стемы значений у,, или для нфкоторыхъ системъ значеюй у, не до-. Н 
пускаютъ р5шенй, а для другихъ даютъ безконечно-большое число 
р5шевй. Но изъ предыдущаго видно, что эта, система уравнений ни- 
когда не даетъ безконечно-большого числа ршенй, значить, они 
должны давать для любой системы у одно р$шене, а; именно то, 
которое дается равенствами (2), (3) и (4). 

Итакъ, мы получаемъ слфдующий результатъ: коэффищенты фор- 


мулы (1) можно всегда опред$лить при помощи равенетвъ (2), (3) и 


: п 4< 
(4) такъ, чтобы функщя при значен1яхъ аргумента; 0, —, —,... 


(21—92) п п я 
а. пр1обр$тала значея у,, У,...у„_; слдовательно, вся- 

кую перодическую функшю можно при помощи интерполирован!я 
представить въ вид$ формулы (1). 

Если, дЪйствительно, желаютъ найти численныя значен!1я коэф- 
фищентовъ А и В, то надо выбрать для и, по возможности, какое- а] 
нибудь четное число и лучше всего коатное четырехъ. Возьмемъ 
п — 8; такъ какъ Б. пропадаетъ, то мы имфемъ формулу: 


у 4, + 4, с05 х А, с08 25 А, 60$ 3% А, 005 4 


В, зтх- Б, зт 3х В, яп 3х. 


Коэффищенты этой формулы надо вычислить по значенямъ 
функши, которыя она принимаетъ при 


Зт д Зт 7х 


& — 0, д дз’ д, 


>| Я 
>| Я 
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получаемъ: 


у = 5 4 + 4, -- 4, + 4, — 4. 
у и = А +24, сз 24. о" — 24. 
у + = 4, — ЗА, + 9А, 
у; чу = А 84, сов — 2А; 608 — 2А. 


. т . эт 
У —_ Ут = 2В, 7 -|- 2Б. =: 2Б. $527 д 
Уз — % = 2В, — ЭВ, 


у; — 4 = 25, т °^ — 28, + ЭВ, ть 
У4 _ =54—4, +4, — 4, + 4, 


Если еще принять во внимате, что 


05 си И ЕЕ 
ПР 
То получается: 
40 9, = А, 2А, + 84, 
У — 4. — 24, г 22: 
(у = Уз) м (9: = 9.) тв 24, В 4А, 


4 


ТЯ. 


(у, + 91) — (4, + 9.) = (44, — 44,) 005 


— 
$ь 


(у: — 91) + (% — 45) = (46, + 46,) 5% у 


(у, — 9:) — (4; — 4) = 4В, 
(у -н 94) (4. %) = ЗА, - 44. 
(Ус - 94) — (у + %) = 44. 
Положимъ, дано: 
0 = 0, и = 2, 4. = 3,9, =4, у. = 3,9 =2, у = 0,4 = —4, 
тогда выпишемъ значеня функщи въ слфЗдующемъ порядк$: 
% =0 Ш=а 79=3 9=4 9. =3 
у —= —4 9% =0 чу =2 
и составимъ сумму каждыхъ двухъ у, стоящихъ другъ подъ другомъ: 


$0 = ©, ЗЕ, $2 — 3, Вы, АЗ 
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и такимъ же образомъ выпишемъ разности: 
4, —= 6 й; — 3 ба. 
Для того, чтобы найти члены, содержапие косинусъ, напишемъ 
аналогичнымъ образомъ: 
$4 —=3 $5. =6 
опять составимъ суммы членовъ, стоящихъ одинъ подъ другимъ: 
и такимъ же образомъ разности: 





ей —_—_— 3 р, — — С. 
Тогда получаемъ: 
5 

4А; = 5, в, + 5, = 10 5% = 

9—5 -=а АА = 

4А, = 5 — 5, = 0 Ре — 

2А, +- ЗА; = Пу =— 3. А, - А, = — 1,5 

(4А, —44,) 60 а = =—8 А — А =— 9,89 
А, —= — 2,16 
А, = -+ 0,66. 


Тёмъ же пр1емомъ находимъ члены, содержапие синусъ: 
9 —=6 4. =3 
; — 2 
Сумма = 8 


Разность = 4 


2В — ЭВ, =4, =3 И: В. 16 
(4В, + 4В,) т —а, + а, =8 В, + В, = 2,82 
4Б. = 4, — 4. =4 В.:== 2,16 
Б. = 0,66 
В, = 
Сльдовательно искомая формула прюбртаетъ видъ: 
у = 1,25 — 2,16 60$ х —- 0,66 с03 31 -+ 0,25 с03 4х 


—- 2,16 т д -н т 2х —- 0,66 т 3х = 


. [ а ) 
— 1,25 - 3,05 5% й — Е] = $7 2х - 0,93 5т | 3х + + 0,25 60$ 45. 
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$ 78. Гармоническ1я колебаня. 
Очень часто приходится имфть ДЪло съ движеюями, которыя 


происходять По закону: 
х—= Вт... ........ (1) 


ГДЪ { обозначаетъ время, х—какую-нибудь величину, изм няющуюся 
во времени, какъ наприм$ръ, разетоян1е подвижной точки отъ поло- 
женя равнов$ея, А и «—постоянныя. Такое движен1е называется 
простымъ гармоническимъ колебан1емъ; замЪтимъ, что‘ колебан1я 
маятника, по крайней м$рЪ, приближенно происходятъ по этому за- 
кону. Постоянная А называется амплитудой колебан!я; это наиболь- 
шее значен1е, котораго достигаетъ х, такъ какъ синусъ по большей 
мфрЪ$ равняется единицЪ. При возрастави $ на — и снова 
то же самое значене, которое оно им$ло ани значить —— — про- 
должительность или перодъ колебан1я; обратная алый этой 
дроби 5 есть число перодовъь или число. колебанй въ единицу 
времени (въ одну секунду). 

Формула (1) написана въ предположении, что начало счета вре- 
мени отнесено къ одному изъ т$хъ моментовъ, когда х = 0 и при- 
томъ, если А положительно, къ такому, когда х переходить отъ от- 
рицательныхъ къ положительнымъ значен1ямъ. Если мы разсматри- 
ваемъ одно такое движене, то мы всегда можемъ достигнуть этого; 
но если мы имЪфемъ д$ло съ нфсколькими движен1ями, въ которыхъ 
переходъ черезъ нуль совершается не одновременно, то нельзя до- 
стигнуть того, чтобы вс движен!я одновременно были представлены 
формулой вида (1). Въ этомъ случа надо замнить # черезъ #—%, 
причемъ .&, одинъ изъ тЪхъ моментовъ, когда х переходить отъ от- 
рицательныхъ къ положительнымъ значен1ямъ. Тогда уравнеше (1) 
переписывается въ видф: 


д — В зт [® $(—4%)|; ..-...... - (0) 


здесь часто опускаютъ квадратныя скобки. Если положить 


—®к —ф,. в а а © хх а . (3) 
то можно написать вм$ето (2): 
1 = Е зт (в + Реван 
Выражен!е 
ЕЯ. , м осо а =) 


представляющее собой линейную функцию отъ $ называется фазой 
движен1я во время $ Разность фазъ двухъ простыхъ гармониче- 
скихъ колебанй съ одинаковымъ перодомъ не зависитъ отъ вре- 
мени и равна разности значений $. 


220 ‚ ГЛАВА Х. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКЯ И КРУГОВЫЯ ФУНКЦИИ. 


Если развернуть выражете (4) и положить: 


В $1 ф = А, 6050-Е хе ва (0) 
то уравненте (4) принимаетъ видъ: 
р —= А 005 %-- Взтч........ (7) 


Если уравнен1е движен1я дано въ формЪ (7), то обратно, его можно 
переписать въ видЪ (4), для чего надо воспользоваться равенствомъ (6); 


получаемъ: | 
В=ИЖ- В, =... .: 8 


При этомъ сл5дуеть однако обратить внимане на то, что уголъ 
не вполн$ опредЗляется тангенсомъ: углы, имфющие равные тангенсы, 
отличаются другъ отъ друга на числа кратныя х (а не на 2*), и по- 
этому для полнаго опредФлен1я четверти, въ которой лежитъ иско- 
мый уголъ, надо воспользоваться еще однимъ изъ равенствъ: 

А Б 

а, 05 ф = ивы’ (9) 
въ которыхъ при корн$ надо взять знакъ плюсъ. Отеюда слфдуетъ, 
что всегда возможно опредфлить А и $, значить уравнен1е (7) 
всегда представляетъ собой уравнен1е простого гармониче- 
скаго колебания. 

Если мы интересуемся вопросомъ о силахъ, которыя въ состоя- 
ши вызвать такое движене, то мы должны дифференцировать; мы 
находимъ: | | 














а — — До нм чё -н Во воз ®ФЬ ...... (10) 
и посредствомъ второго дифференцировалля: 
2 
р = — 467 008 4 — Во? т 9. сен 
Такимъ образомъ: 
Ох 
ча == — 9, еее еее + (12) 


т. е. ускорене въ каждый моментъ пропорщонально разстоян!ю отъ 
положен1я равнов$ая. Чтобы матерлальная точка перем$щалась по 
‚ напередъ указанному закону, на нее должна дЪйствовать сила про- 
порщональная ускорен!ю; поэтому сила, дйствуюшая на точку, со- 
вершающую простое гармоническое колебательное движене, пропор- 
п1пональна удаленю точки отъ положен1я равновфаля: 


р— — то?х . ре № И а - (13) 


Множитель, на который надо помножить отклонен!е точки отъ 
положенля равнов$ея, чтобы получить силу, называется коэффищен- 
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томъ упругости; уравнен!е (13) показываетъ, что онъ равенъ произ- 
веден1ю массы на квадратъ числа колебаний. 

Итакъ, мы имБемъ право утверждать: Бсегда, когда мы наблю- 
цаемъ простое гармоническое колебан1е точки, можно заклю- 
чить, что на точку дйствуетъ нЪкоторая сила упругости, и 
найти эту силу на основан1и наблюден1я числа колебаний. 

Но движене не вполнЪ опред$лено силами, дЪйствующими на 
матеральную точку; чтобы вполн$ опред$лить его, нужно еше знать 
начальное положене и начальную скорость точки. Этими величи- 
нами опред$ляются значевнля, которыя сл$дуетъь придать въ общихъ 
формулахъ постояннымъ Аи Б или Вит. Мы остановимся на раз- 
бор двухъ случаевъ. 

1) Если точка находится въ моментъ #= 0 вн положения равновЪ- 
ся въ н$которой точк$ ху, но не имФетъ начальной скорости, то уравне- 
ная (7) И (10), которыя должны быть удовлетворены и для момента 1=0, 


даютъ: ДО, осно 4 
Подстановка этихъ значешй въ (7) и (10) даетъ: 
1 = № 608 5, р 2 = — од, вах. ма ‚ (15) 


2) Если точка въ моментъ {—=0 находится въ положен!и равно- 
вая и иметь начальную скорость 9,, то получаемъ: 


2:0, Бо ....... | . (16) 
Подстановка этихъ значен!й въ (7) и (10) даетъ: — 





РЕ 
х — „5 9, © = 5, 608 9 ...... . (17) 


$ 79. Затухающия колебая. 

Въ предыдущемъ параграф$ мы раземотр$ли такя колебанля, въ ко- 
торыхъ амплитуду можно 
было считать постоянной. 
Въ дЪйствительности, ам- 
плитуда большею часть не 
постоянна, но убываетъ во 
времени и притомъ такъ, что 
отношение двухъ слЪдую- 
щихъ другьъ за другомъ мак- 
симальныхъ отклоневйй по- 





стоянно. Чтобы предета- ее 
вить это въ видф форму- `_ 
лы, напишемъ сначала: Фиг. 38. 


х = (О (А 003 + Взтой р’ а ле ЕО) 
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Тогда надо опред$лить функшю /(7) такъ, чтобы при 


Эт: 4.т бл 
& — 0. 3-9 5 = © ® - ` ` - * 8 * (2) 
(4) « 








2 


она принимала значен1я 
а, ЧО ОСЬ. 4. Пан (3) 


Множитель а можно пропустить; для этого вм$сто Аа и Ба на- 
пишемъ А и В; введемъ еще «логариомическай декрементъ», т. е. 
логариемъ отношен1я двухъ сл5дующихъ другъ за другомъ макси- 
мальныхъ отклонений въ одну сторону, и обозначимъ его черезъ а. 


ха — — 0906... (4) 
Тогда вместо ряда (3) получаемъ: 
и. 2. 2 ее ооо 


Опред$лен1е функши [(Р такъ, чтобы она принимала для зна- 
ченй $ данныхъ рядомъ (2), значен1я (5) — есть задача интерполи- 
рован1я ($ 58); ея простЪйшее ршеве 


ак 


Ге =... 6) 


Положивъ еще для упрощения: 


00) 
А ду анай 
=) (7) 
получаемъ уравнене движевн1я въ такомъ видЪ: 
д —=е\ (А с03 9 Вяп....... (8) 


Движен!е, происходящее по этому закону, называется 
затухающимъ гармоническимъ колебательнымъ движен1емъ. 

Чтобы раземотр$ть, каюя силы вызываютъ такое движен1е, про- 
дифференцируемъ (по правилу дифференцированя произведения, при- 
веденному въ 8 18). Мы получаемъ: 


ПИ аа | „№ 
а: = се (— Ав т ®р = Во 005 ®) — е № (А с03 ФЕН В 5т ®) 


и если соединимъ члены, заключающие синусъ, и члены, заключаю- 
ппе косинусъ, то: 


а 
Е —=е\м {(— АХ + Во) с0$ «ё-- (— А® — БА) зпой. . (9) 
Вторичное дифференцироване даетъ: 
Ох 
га = г {— (— АА + Вю} ® 5т 61 -+ (— А® — ВА) ® сз ®й — 


— №" {(— АА + Во) с08 «+ (— Аю — ВА) этой, 
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ИЛИ 
2 


ми 


Е [А (^?— 2) —2 ВА] со ФН [2 АЛФ-- Б (2—6?) ] зто . (10) 


2 





р 


мт 


Мы видимъ, что здесь н$зтъ простой зависимости между ускоре- 
немъ и удаленемъ точки отъ положен1я равнов$е1я; но можно ука- 
зать такую зависимость между этими двумя величинами и скоростью; 
а именно, можно такъ подобрать значен1я т, [и В, чтобы равенство: 


427 ах 
т = — — Аи. (11 
р ой (1) 
было удовлетворено тождественно, т. е. для любого момента времени; 
для этого нужно, чтобы было: 


та [А (^? — ‹*) —2Б)\%]| = Г (АХ — Во) — ВА | 


| аа 
т [2 А\ю-н В (\?—в?)] = Г (Аю-+ ВА) — ВВ | 


Замфчательно, что эти равенства удовлетворяются значен1ями 
т, Г, В, не зависящими отъ начальнаго состояюя, а именно: 


Г = 2т^ В =т (№ + 9) ....... - (3) 


Такимъ образомъ, мы пришли къ слфдующему результату: Точка 
совершаетъ затухающее гарМоническое колебан1е, если на 
нее кром$ силы, пропорц1ональной разстоян1ю точки отъ 
положен1я равнов$с1я, дфйствуетъ сила, пропорц1ональная 
скорости и направленная въ обратную сторону, т. е. сила, 
вызывающая затухан1е колебаний. 

Величины силы упругости и затухавля опред$ляются изъ урав- 


нений (13) по продолжительности пер1ода колебатя ыы и логариеми- 
ческому декременту, равному, какъ видно изъ равенства (7), не 

Если мы, наоборотъ, зададимся вопросомъ, всегда ли получаются 
движен1я описаннаго рода при дЪйстви н$которой силы упругости 
и затухаюя, то на этотъ вопросъ слфдуетъ отвБтить отрицательно, 
потому что, если по даннымъ значенямъ А и Г хотимъ опред$лить 
изъ уравневий (13) продолжительность одного колебатя и логариеми- 
ческй декрементъ, то не всегда получается вещественное значение 
для ®, а только тогда, когда 


48 — 1>0 (ен. . 4) 


Сл$довательно, затухающее гармоническое колебан1е получается 
только тогда, когда сила, вызывающая затухане, не слишкомъ ве- 
лика по сравнен!ю съ силой упругости; въ противномъ случа$ урав- 
нене (11) удовлетворяется 
ре Ае РЕ: Ве о. .,. + . (15) 
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2 


1 а Е 

№ 3 2 я 2 , 
Е т (.-н у 1[?—4ЕАт), —^№. = ([^У1—4Вт), . (16) 
а числа А и Б произвольны. Шри такомъ сильномъ затухан1и точка 
неограниченно приближается къ положению равновЪфеля послЪ того, 
какъ она по большей мЪ5р$ одинъ разъ прошла черезъ положене 
равновЪ$сля. 


$ 80. Вынужденныя колебаня. 

Мы еще раземотримъ случай, когда на точку кром$ силы упру- 
гости и затухан1я дЪйствуетъ еще вн$шняя сила, не зависящая. отъ 
положен1я точки, а только отъ времени. Общее рёшен1е этой задачи 
не можетъ быть дано въ пред$лахъ т5хъ средетвъ, которыми мы 
располагаемъ, но одинъ случай, а именно тотъ, когда внЪшняя сила 
есть гармоническая функшя времени, — легко разобрать. Въ этомъ 
случа движене происходитъ по закону: 


2х Чт 
тя = — Га; — А+ Езтау. Сы 


Этому уравнен!ю можно удовлетворить, полагая, что х есть функщя 
времени, имфющая тотъ же пер1одъ, какъ внфшняя сила; но при 
этомъ нельзя принимать, что точка проходитъ черезъ положене 
равновЪс1я въ тотъ самый моментъ, когда внЪшняя сила равна нулю; 
при такомъ допущени нельзя было бы удовлетворить уравнен!ю;: 
поэтому надо принять, что между внфшней силой и движенемъ 
точки существуетъь н$Ъкоторая разность фазъ. Мы положимъ: 


д —= А 008 9 Взте. ....... . (2) 


Для того, чтобы уравнене (1) было удовлетворено, нужно, чтобы 
было: 
— Ато? с03 ©? — Вто’ эт Фр = А Тю эт ® — В Тю 008 ®Е— 


— А А 005 4 — Б Е яп Нзтым ‚.... . (3) 
и дъйствительно, уравнене (3) удовлетворяется для всякаго момента, 


если коэффитенты при 5% ®р и 0$ ах по 0б$ стороны равны, т. е. 
если А и Б служать ршенями уравнений: 


— 4то? = — В1ю — АВ | В — то То 
— Вто? = АШ№ю— БЕ-Е | — 1 | В т. 


Посредетвомъ умножен1я на множители, приписанные съ правой 
стороны, и сложен1я получаемъ: : 


А (В — то")? + [2} = — ЕГю 
В (В — то? + Ро} = Е(В— то) | `` 


Если подставить въ равенство (2) значен!я для А и В, получен- 
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_ныя отсюда, то получаемъ: 
— 1% 605 - (В — то?) эт в 





диаы» НИ и, ми (0 
О. 6 
Это выражен!е можно переписать въ видф: 
Ч . 
ое 8 ($ — $), 
Е 1 
ДЛЯ этого нужно только положить: 

605 Ф В — то? этф _ [№ (1) 


В  (В— т + Г?’ В (В — по + 1? 


Если раздфлить эти равенства почленно другъ на друга, то по- 


лучается: 6 
—-— ЯТС [С Ф Ф Ф х ® ® Ф 2 ® о 8 
9 В — 77? ) 


По возвышеви равенства (7) въ квадратъ и сложения имФемъ: 
В, =У (В — то)? + 12% ........ (9) 

Равенство (8) даетъ разность фазь между внфшней силой и по. 
лучающимся пер1одическимъ колебан1емъ; равенство (9) даетъ отно- 
шен1е наибольшаго численнаго значеня внфшней силы къ наиболь- 
шему численному значению удален1я точки отъ положення равновф- 
ся. Итакъ, мы заключаемъ слБдующее: точка, находящаяся подъ 
дфйств1емъ силы упругости, пропорц1ональной отклонен1ю 
точки, силы затухан1я пропорцлональной скорости, и внфш- 
ней силы, представляющей гармоническую функцию вре- 
мени, можетъ совершать простыя гармоническ1я колебан!я; 
притомъ пер1одъ этихъ колебан1й равенъ пер!1оду измЪ- 
нен1я внЪшней силы, фаза ихъ отетаетъ отъ фазы внёш- 
ней силы на величину, даваемую выражен1емъ (8), и ампли- 
туда ихъ получается изъ амплитуды внфшней силы по- 
средствомъ дфлен!я на выражен1е (9). 

Р$&шене задачи, полученное нами, не есть общее р$шене: точка 
не всегда будетъ двигаться по приведенному закону, а только тогда, 
когда существуеть опред$ленная зависимость между ея начальнымъ 
положен1емъ и ея начальной скоростью. Мы упомянемъ только, не 
приводя доказательства, что движен!е, возникающее при другихъ 
условаяхъ, съ возрастатмемъ времени все боле и боле прибли- 
жается по характеру къ описанному и притомъ т$мъ скорЪе, чБмъ 
быстрфе происходитъ затухане. 

Три случая заслуживаютъ особаго внимания: 

1) Если Г =0, то затуханемъ можно пренебречь; тогда раз- 
ность фазъ равна 0, и выражеше (9), на которое приходится д$лить, 
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приводится къ виду: 
В, = В — то’, 

т. е. амплитуда вынужденныхъ колебаюмй дфлается т$мъ больше, 
чЪмъ ближе пер1одъ измфнен1я внЪшней силы къ пер1оду свобод- 
ныхъ колебанй, который опред$ляется согласно $ 78. Если перюдъ 
вынужденныхь колебашй, то А, = 0, а х дЪлается неопредБлен- 
_нымъ; рёшен!е, которое мы нашли, неприм$нимо къ. этому случаю. 
Подробное изслдован!1е показываетъ, что въ этомъ случа$ ампли- 
туда колебанАй точки растетъ сверхъ всякаго предзЗла. 

о) Если перюды вынужденныхъ и свободныхъ колебавшй равны 
между собой, а затухане не равно нулю, то ф д$лается равнымъ 0, 
а А, дБлается равнымъ Г, т. е. наибольшее дЪйств!е наступаетъ 
какъ разъ тогда, когда вн5шняя сила равна нулю. 

3) Если массою т можно пренебречь, то получается: 


ф = ат 4 = о р 


В, = УВ? - 14%; 


значить, въ этомъ случа$ тангенсъ разности фазъ пропоршоналенъ 
числу колебаний внфшней силы. 

Выкладки посл$5днихъ двухъ параграфовъ находятъ примЪнен!е 
не только къ движеншю точки, подверженной дЪйств!ю н$которой 
силы упругости, но и ко многимъ явлен1ямъ, которыя можно раз- 
сматривать какъ колебанля около точки равнов$ая. Въ особенности 
формулы (10) служать основан1емъ теорли перем$нныхъ токовъ. 

Впрочемъ, въ заключение слфдуетъ обратить вниман!е еще на 
одно обстоятельство, которое въ предшествующих изелЪдован1яхъь 
было преднам5ренно опущено. Сила, дЪйствующая на движущуюся 
точку. исходить отъ другихъ т$лъь; но движущаяся точка оказываетъ 
противодфйстве на эти тЪла, и вслЪдетв!е этого силы, оказываемыя 
ими, не будуть вполнф$ независимы Фтъ движен!я точки, какъ мы 
это принимали. При боле подробномъ изсл$довани слЪдовало бы 
принимать во внимане и это вмян!е, но практически оно часто 
столь мало, что имъ можно пренебречь, 


ТВ | 


ДОПОЛНЕНГЕ. 


Интерполирован!е при помощи показательной 
функщи. 


Если желаютъ представить наблюденныя значен1я н$которой ве- 
личины 5, зависящей отъ & въ видф: 
д == Аг № Ветм, 
гдВ не только А и В, но и Ли р неизвЪетныя, то для опредфлен!я 
ихъ нужно произвести по крайней мфр$ четыре наблюден1я вели- 
чины 7. Мы остановимся только на случа$ равноудаленныхъ наблю- 
дений, т. е. будемъ считать, что разности всякихъ двухъ ближай- 
шихъ значений $ равны между собой; обозначимъ разности $ между 
каждыми двумя наблюденями черезъ 6 и пусть начало счета $ сов- 
падаетъ съ первымъ наблюден1емъ, тогда получаемъ значення для Ё 
0, 8, 25, 35, 
и значеня для хх: 
Г 2, 91, 45, Ф.. 
СлЪдовательно требуется р$шить четыре уравненйя: 
—- — 2 — Аб ; 
2. — Ае Ед —- Ве рКо 9 » ® * ® ® ® о о (2) 
относительно четырехъ неизвфстныхъ. Если положимъ для еокра- 


щеня: е—^5 — 1, ев ых о, ооо зо (3) 


то эти уравнен1я переписываются въ видЪ: 
Хх =А - В 
т, = Аи - Бу 
1. = Аи’ В’ | 
д, = Аиз-- Б%?) 





око ь об 





Для р$5шеня этихъ уравнен!й составимъ сл$дуюцщия выраженя: 
Подставляя вм$ето х-овъ значен!я, даваемыя равенствами (4), и 
собирая члены съ одинаковыми степенями А и Б, убБждаемся, что 
члены, содержащие 4? и Б*, сокращаются, и получаемъ: 
а —= АБ (и? -+ 9? — 9%) = АВ(и—% 
6 — АВ (и -+ %° — и% — и") = АВ (и— 5) (и ъ), . . (6) 


с —= АВ (№30 + из — 315) = АВ (и — и и 
15* 


)3 
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Поередствомъ д5лешя имЪемъ: 


С 
О — —. 1% — (еб 
: д Ц, 


и слфдовательно: 
аи Ва В Пл 
р > ($ + УБ? — 406), = | (6 — ИБ? — 4ас)... (3) 


Когда такимъ образомъ найдены + иф и т5мъ самымъ опредЪ- 
лены /^ ив, то 4 и Б можно найти по способамъ, указаннымъ въ 
глав$ седьмой. 


Если а=0—=с=0, то слфдуетъ заключить, что наблюден!я 
можно представить одночленной формулой: 


д = ет” 


если же 65° — 4ас =- 0, но а, БВ, с въ отд$льности не равны нулю, то 
наблюдений нельзя представить формулой вида-`(1), а сл$дуетъ изо- 


бразить формулой: 
рог р = (Де Бона в (10) 


Совершенно аналогичнымъ образомъ можно поступить, если тре- 
буется представить наблюден1я формулой вида: 


д = (А со + Взт)....... (1 
(Ср. $ 79). Вм5ето уравнен!й (4) получаются теперь уравневля: | 

2 А 

1 —=е^ (А с05%6 + Вятод) 

1, = е 8 (А с0$ 2%6 В 51205) 

д; = е 3 (А с0$ 38 - В т 305). 


Посредетвомт простыхъ преобразован!й получаемъ: 


а —= — (А*-н Б*) и? 51? «д 
ь — -— (4? -+ Б?) и? $1 96 51 805 
с —= — (.4* + ВБ?) и* эт? 5 
и слБдовательно: 
и 2 с08 ®0, - ей? 


ПослЪдн1я равевства опредБляютъ ^ и ®. Правда, одному значе- 
Н1Ю 0$ «6 соотв$тствуетъ безчисленное множество значей ®; но 
только съ помощью пятаго {наблюден1я, отдфленнаго отъ первыхъ 


числомъ некратнымъ 6, можно р5шить, которое изъ этихъ значений 
«> надо взять. 


ны 
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— — трансцендентныхъ функши 1552. 
Неполныя химичесюя реакщи 106. 
Непрерывный 113, 181. | 
Неявныя функщи 40, 192. 

Ньютонъ 9, 112, 122, 131. 

Обобщенная теорема о среднемъ зна- 
чени 140. 

Обратныя функщи 59. 

— —, дифференцироване` 59. 

Обращенле приближенныхъ формулъь 
138. 

Окружность, уравнеше 38. 

Опред$ленный интегралъ "4. 

— —, геометрическое значеше “+. 
Ордината 24. 

—. ось 23. 

Остаточный членъ формулы Маклорена 
140. 
Ось абсциссъ 98. 

— ординатъ 23. 

— х-овъ 28. 

— у-овъ 28. 

Отношене приращевюй 42. 
Отрицательныя значен1я координатъ 96. 


Паден!е т%лъ 11, 69. 
Парабола 38. 
— Апполошя 33. 
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— Неиля 63. 

Перемфна перем$нной 1685. 
Перем$нныя независимыя 10, 40, 154. 

— зависимыя 10, 40. 

— связанныя 39. 

—, перем$на 185. 

—, функци отъ двухь 188. 

—, функцш отъ функцш отъ двухъ 194. 
Перлодъ колебания 319. 

Перлодичесюя явления 198. 
Площадь, приближенное вычислеше Тб. 
Подстановка, к посред- 
СТВОМЪ 13. 
Показательная функщшя 84. 
— —, формула 123. 
— —, интерполироваше 929. 
Полный дифференщалъ 191. 
Полныя химическя реакщи 108. 
Порядокъ цфлой функщи 45. 

— безконечно малой 119. 
Посл$довательныя приближения 188. 
Постоянная 10. 

— дифференцирования 46. 

— интегрирования 69. 

Представлене, графическое 19. 
ПЛриближене безграничное 16. 
— посл$довательное 198. 


Приближенное вычислен1е площади "6. 


— способы р$ёшеювя уравневи 1928. 
— формулы д$леня 186. 

— — обращеная 138. 

Приведен!е, формулы 12. 
Проведеше касательной 34. 
Произведеше, дифференцироваше 51. 
Производныя 43, 181. 

— высшихъ порядковъ 109, 191. 

— частныя 189, 191. 
Простое гармоническое колебаше 220. 
Прямая, уравненше 32. 
Прямоугольники, формула "8. 


Разности перваго и второго порядки 
166, 167. 
Разность, дифференцироваше 49. 
Распространеше, скорость 19. 
Ращюональныя функщи 45. 
— — цфлыя, дифференцироване 45. 
— — дробныя, дифференцировате 46. 
— — ц$лыя, интегрированше "4. 
— — дробныя, интегрироваше 8%, 21 
— — ц$5лыя, интерполирован!е 154. 
Реакщи, скорость 19. 
— химичесюя полныя 103. 
— — неполныя 106. 
Ролль 112. 
Р5шене уравнений, приближенные спо- 
собы 128. 
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Сахарная .инверсая 98. 


‚ Связанныя перем$нныя 39. 


Синусъ 198. 

—, дифференцирован!е 202. 

Скорость 9. 

— средняя 12. 

— въ данный моментъ 13. 

— угловая 18. 

— распространенля 19. 

— реакщи 19. 

Соотв$тсвенныя значения 9. 

Способы приближеннаго р$5шевия урав- 

нений 128, 138. 

Среднее. значен1е, теорема 113. 

— —, обобщенная теорема 140. 
Степень цфлой функщи 46. 

— съ цфлымъ положительнымъ пока- 

зателемъ, дифференцироватше 46. 
— съ ц5лымъ отрицательнымъ пока- 
зателемъ, дифференцирование 57. 
— съ любымъ показателемъ, диффе- 
ренцирование 61. 

Сумма, дифференцироване 49. 
Суммироване, формула 69. 


'Тайлоръ 121. 

Теорема сложен1я логариемическимъ 
функщй 81. 

— о среднемъ значенйи 113. 

— обобщенная о среднемъ значенш 
140. 


‚Теплоемкость 197. 


— при постоянномъ давленйи 1971. 
— при постоянномъ объем$ 191. 
Точка изгиба 149. 

Точность абсолютная 15. 
Трансцендентныя функщи 152. 
Трапещи, формула 18. 


`Тригонометрическя функши 198. 


— —, дифференцироваше 202, 204. 
—, интегрироване 205. 
— —. нёкоторыя теоремы 218. 
Тригонометрическое интерполирова- 
ше 214. 


Угловая скорость 18. 
Углы, изм5рене 199. 


`Упругость, коэффищенть 220, 221. 
о Уравнене ‚кривой 25. 


— прямой 893. 
— окружности 53. 
— параболы 38. 
—, приближенные способы р$5шеня 
128, 138. 
Ускоренше 112. 
Услов1я вспомогательныя 70. 
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Фаза 219. -— алгебраическая, неопред$ленныя 
Формула суммпрованя 69. | формы 149. | 

— подстановки, интегрироване "3. — трансцендентныя, неопред$ленныя 
— прямоугольниковъ "6. формы 15%. 


— трапеши "8. а 


интерполнрован1е при помощи цф- 
— Маклорена 116. 


лыхъ ращюональныхъ ф. 154. 


— Тайлора 121. — непрерывная 113, 181. 
— бинома Ньютона 135. — двухь перемЪнныхъ 183. 
— для показательной функщи 12%. — — —, производныя высшихъ по- 
— Меркатора 128. рядковъ 191. | 
— дБленя, приближенная 136. — оть функши двухъ перем$нныхъ 194. 
— Маклорена, остаточный членъ 140. — тригонометрическая 198. . 
Формы неопред$ленныя алгебраиче- —, дифференцирован!е тригонометри- 
скихъ функши 145, ческихъ ф. 202, 204. 
— — трансцендентныхь функц 162. —, интегрирован!е тригонометриче- 
Функши 10. скихъ ф. 205. 
— явныя 40. — круговыя 207. 
— неявныя 40. — —/дифференцироване 210. _ 
— рацщональныя 45. | —,н$которыя теоремы о тригономе- 
— рашональныя ц$лыя 46. трическихъ ф. 318. 
— ращональныя дробныя 45. ‚| Функцональная зависимость 80. 
—, степень или порядокъ 46. 
— линейныя дробныя 553. ЖХимичесюя реакщя полныя 103. 
— обратныя, дифференцирован!е 59. — — неполныя 106. 
> рен несе, 66. Ао Ц\Ълая рашональная функцая 465. 


—, интегрироваше цфлыхъ рашональ- 
ныхь Ф. 14. 


— логариемическая, теорема сложе- 


Частное, дифференцироваюе 552. 
Частный цифференщалъ 189. 


\ 


Членъ, остаточный формулы Маклорена 
ная 81. 140. 
— натуральная показательная 84. 
—, интегрированйе пробныхъ рашо- Экстраполироване 165. 
нальныхъ ф. 81, 211. Явленя пер1одическя 198. 
— производная 109. Явная функщя 40. 
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Невский проспект, 14. 





Начала. статини. Лекди, читанныя слушательницамъ женско- не 
курсовъ проф. А. Н. Митиискимь, Съ 85 рие. 1906, ц. 90 к. = 

Термодинамика съ приложенями н-ь газамъ, парамъ и тепло- 
вымтъ машинамуь. Сост. 4. Поюдинь. 2-ое дорущнена, издан1е. Съ 65 рис. 1905, 
п. 3 р. въ перепл. 3 р. 50 к. 

. ЖКонструироване и расчеты. Пособе при практическихъ `работахъ кон- 
структоровъ. и обучающихся инж. Г. Гедера. Перев. съ 2-го н8мецк. изд. инж.-мех: 
Л. Я. Бершадскаго. Съ 910. фиг. и 9 таби. черт. ` 1904, (ц. 5 р., въ перепл. 5 р. 80 к. 
..  Ёнига эта является въ видЪ краткаго учебника или пособ!я; она можетъ слу- 
жить одновременно молодымъ техникамъ руководствомъ въ Школ при проектиро- 
_вавли ‘и пособемъ и совзтникомъ, сберегающимъ МЕ, для р техниковъ на, 
 поприщё ихъ практической дъятельности. 

Такъ какъ книга эта съ другой стороны. иметь своею цёлью не только сообщать 
знан!я, но сообщать ум$нье учиться, то она даеть возможность и лицамъ, не полу- 
чившимъ. спещальнаго техническаго образован1я, дополнить свои познашя и нз- 
учить`ихъ въ то же время относиться сознательно къ выполняемымъ ими работамъ. 

Лишь тотъ техвикъ, который пользуется опытомъ другихь и который въ то же 
время не пренебрегаетъь и коммерческой: стороною дла, быстро достигаетъ усп5- 
ховъ м сокращаеть неизбфжный для каждаго начинающаго «перюдъ разочарован1я». 

Парораспредфленше. Справ. книга при проектирован!и и практическое ‘по- 
.собе при изучети парораспредВлен1й вентильнаго, золотниковаго, ревербирнаго и 
Корлиса инж. Г. Гедера. Перев. съ..6. нЪм. изд. и дополн. инж.-тех. Л. Я. а 
сыЙ. Текстъ и отд. атл. съ 42 листами черт. 1908, ц. 3 р. 20 к. 

Этотъ трудь имЪфетъ главною цЪлью проектировазе, то-есть, здЪсь предпола- 
гаются уже извзетными т% теорет. обосноват1я и кинемалт. условя, которымъ дол- 
женъ удовлетворять предложенный къ проектирован1ю типъ мангины. Въ этомъ и 
заключается отлич1е книги Гедера ‘оть другихъ курсовъ механики, въ которыхъ 
разсматриваются уже существуюня системы парораспредёлен1я. Книга издана: 
‚прекрасно и изложен1е не оставляетъ желать ничего лучшаго въ смыелЪ ясности 
и полности разработки предмета. Какъ справочная книга она положительно незам$- 
нима при всякомъ проектирования машинъ. «Московсвя Вфдомости» 1908, № 38. 

`Паровыя машины. Справочная книга при проектировати и практическое 
пособе при расчетахъ паровыхъ машинъ и деталей ихъ, инж. Г. Гедера. Перев. съ. 
1 нём. изд. и дополниль инж.-мех. Л. Я. Бершадскй. Тексть съ атласомъ въ 10 лист. 
чертеж. 1904, ц. 6 р., въ. перепл. 7 р. 60 к. 

Н. Наедет указываетъ въ. предислов1и. въ 6 н$м. изд. ‘что ЦФлЛЬ этой кНИГИ— 
сплавить по возможности теор1ю съ практикой до того предёла, пока получаемые 
результаты для. непосредственнаго практическаго пользовав]я дадуть значеня, 
наиболВе отвзЗчаюция’ теоретическимъ требовав1ямъ. Тёмъ самымъ, что на рус- 
скомъ языкБ появился. перев. съ 4 н$Ём. и @ перевода съ 6 н3м. изд. асно ука- 
зывается, что и у насъ имфется много сторонниковъ пли, которую ставиль себъ 
авторъ, что и у насъ мноШе довольствуются достаточно близкими въ теори резуль- 
татами, получаемыми при наименьшей затрат времени и труда. А этой цёли книга 
достигаеть вполнЗ, она является весьма подходящей справочной книгой при расче- 
тахъ и практичезк; пособ16мъ при исполнен тонкостей ПроеРОдЕНИ паровыхъ | 
машинъ и ихъ деталей. 

Справочная книга по машиностроенио для инженбровь, техниковъ и. 
студентовъ высшихъ технич. учебн. заведев!й, проф. г. Фрейтола. Разршенный 
переводъ съ н$ём. подъ редакщей и съ примч. проф. =. Быкова. Съ 167 фиг. и 
6 табл. 1907, ц. въ пер. бр.  `.. ма < 

Отдлы справочника, рае ь о машинахь и ихъ деталях, заключають вс 
новобти послВдняго времени, каковы напр. паровыя турбины, центробъжныя помпы 
высокаго давлевя, автодвигатели и проч. Заслуживають внимая и многочислен- 
ные примЗры на -примЗнен!е формулъ и пр!емовъ: конструирован1я, &: такзве ‚и по- 
` дробное описайе и строительные чертежи новзйшихь механизмовъ и устройствъ; 
кромз того. книга богата библ1ографическими указашями. Подстрочныя. прим$чавня ` 
редактора русскаго ‘перевода, переработавшаго кореннымъ образомъ одинъ изъ 
отдёловъ книги, содержать помимо цоправокъ и измвнен неудачныхъ мБсть н8- 
медк. текста еще и много весьма цённыхъ дополнен!й. «Прав; ВЪстникъ» 1906, № 83: 

Двигатели малой силы для промышленности и ‘сельскаго хозяйства (паро-_ 
вые`- газовые, керосиновые, водяные и вЪътряные двигатели), Практ. руков. для вла-. 
дьльцевъ двигателей: Сост. Инженеръ Механ. Д. Годовь. 2-06 перераб отанн. и до- . 
полн. издан!е. Съ. 104 ряс. 1904. ц. 2 р., въ ‘порепа. 2 р. 50 к.. | 


